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Chapitre 1

Introduction

La matiere nucléaire ordinaire est composée de neutrons et de protons, eux-mémes
composés de quarks up et down. Dans la nature, il existe cependant d’autres types
de quarks; le plus léger d’entre eux, et donc le plus facile a mettre en évidence
expérimentalement, est le quark étrange ([I]-[3]). La particule A est une particule
composée d'un quark étrange, un quark up et un quark down ([IJ-[2]). Un hypernoyau
est composé de neutrons, protons et A ([4]).

Nous allons étudier les deux hypernoyaux  Be et , SHe. Ils présentent la particula-
rité d’avoir déja été étudiés expérimentalement ([7], [§]) et théoriquement ([30], [32],
[34]). 11 y a donc de nombreuses données disponibles pour effectuer des comparaisons.

Dans notre travail, nous allons considérer ces hypernoyaux comme des systemes a
3 corps. Le {Be (4 neutrons, 4 protons et un A) sera vu comme un systéme constitué
d’une particule A et de deux noyaux *He (appelés également particules «, soit deux
protons et deux neutrons, et considérés comme ponctuels ici), tandis que le , JHe (2
neutrons, 2 protons et 2 A) sera vu comme un systéme composé d’une particule « et
de deux particules A.

En nous placant dans un contexte non relativiste, les fonctions d’onde de ces
hypernoyaux obéissent a I’équation de Schrodinger a 3 corps. Nous commencerons par
expliciter les potentiels que nous allons utiliser pour décrire les différentes interactions
dont nous avons besoin dans ce travail. Ces potentiels ne sont malheureusement
pas bien connus, ce qui fait que nous allons en tester plusieurs et les comparer
ensuite ([19]-[24] et [26]-]29]). Une fagon bien connue de résoudre cette équation
est la méthode des coordonnées hypersphériques ([9]-[14]). C’est ce que nous nous
proposons de faire dans ce mémoire.

Nous obtiendrons les fonctions d’onde, les premiers niveaux d’énergie et les rayons
moyens de ces deux hypernoyaux. Dans le cas du {Be, nous étudierons également
la transition E2 entre le premier état excité et 1’état fondamental, ainsi que le
moment quadrupolaire électrique. Nous comparerons nos résultats avec les valeurs
expérimentales et les noyaux ordinaires Be et ®Be.



Le chapitre traitera plus spécifiquement des bases mnécessaires pour la
compréhension de ce qu’est un hypernoyau, et développera quelques exemples. Le
chapitre [3| détaille la méthode utilisée dans ce travail pour résoudre I’équation de
Schrédinger a trois corps, et aboutit aux équations hypersphériques que nous allons
résoudre par les différentes méthodes numériques proposées dans le chapitre [ Le
chapitre 5| parle des différents potentiels que nous allons utiliser et comparer dans
Pétude des hypernoyaux. Le {Be est étudié dans le chapitre [ et le , JHe dans le
chapitre [7]



Chapitre 2

La physique hypernucléaire

2.1 Les quarks u, d et s

Tous les rappels de physique des particules exposés ici peuvent étre consultés dans
la référence [1]. En physique, nous appelons particule élémentaire toute particule qui,
dans la limite des moyens expérimentaux actuels, est observée comme ponctuelle.
Toute autre particule peut étre considérée comme un produit de ’assemblage de
particules élémentaires. Il en existe un petit nombre.

Les fermions élémentaires sont classés en deux grandes familles distinctes : les
leptons et les quarks. D’une maniere générale, ils possedent tous un spin 1/2 et
une masse. La différence entre les deux familles réside dans le fait que les leptons
sont insensibles a l'interaction forte, alors que les quarks sont sensibles a toutes les
interactions. Les particules composites stables les plus légeres (les hadrons) ne sont
composées que de quarks, car les particules composées de leptons (par exemple le
positronium) ont une durée de vie beaucoup trop courte pour étre considérées comme
stables.

Il existe 6 sortes de quarks, appelées saveurs : u (up), ¢ (charmé), t (top), d (down),

s (étrange) et b (beau). u, ¢, et ¢ ont une charge de £2¢, alors que d, s et b ont une
&

charge de =%, ou e est la charge élémentaire de I’électron. Dans notre travail, seuls
les quarks u, d et s vont nous intéresser. En effet, nous voulons essayer de généraliser
I’étude des noyaux, qui sont composés de quarks u et d. Un premier pas dans cette
généralisation sera 'ajout du quark s, qui est le plus léger apres u et d. Les masses
des quarks ne sont pas bien définies, néanmoins, nous pouvons les estimer comme

suit (ces valeurs sont tirées des publications du Particle Data Group, voir [2]) :

1,5 MeV < m, <4,5MeV
5 MeV < my < 8,5 MeV
80 MeV < mg, < 155 MeV



Les autres quarks sont appelés saveurs lourdes en raison de leur masse largement
supérieure :

1GeV< m, <1,4GeV
4 GeV < my <4,5GeV

my = 174,3 £ 5,1 GeV

Les masses des quarks légers peuvent sembler tres faibles lorsqu’on les compare a
la masse du nucléon, composé de 3 quarks parmi u et d, qui est de I'ordre du GeV.
Les valeurs ci-dessus sont celles calculées par la QCD (chromodynamique quantique)
et correspondent aux estimations des masses de courant. Dans ce cas-la, le nucléon
peut étre considéré comme un nuage composé d’un grand nombre de paires quark-
antiquark de méme type (appelés quarks de la mer de Dirac) et 3 quarks parmi u et
d non appareillés (appelé quarks de valence), tout cela étant similaire a la disposition
des électrons dans le nuage électronique des atomes. De plus, les quarks sont confinés
a l'intérieur des nucléons (on ne peut observer de quarks libres dans des conditions de
pression et de température normales). Cela nécessite de 1’énergie, qui se retrouve dans
la masse du nucléon. Toutes ces considérations expliquent les différences de masse.
Cette vision peut bien str étre généralisée pour tous les hadrons (voir plus bas).
Il existe aussi ce qu’'on appelle les masses des quarks constituants, qui permettent
d’interpréter les hadrons comme un assemblage de seulement 3 quarks. Dans ce cas-
la, les quarks ont des masses de plusieurs centaines de MeV. Notons cependant que
cela reste un modele donnant de bons résultats par rapport a ’expérience.

Nous voyons que les quarks u et d ont des masses du méme ordre de grandeur.
De plus, l'interaction forte ne tient pas compte (au premier ordre) de la nature u
ou d du quark. Nous allons donc considérer qu’ils font partie d’'un méme doublet
d’isospin I = 1/2. La projection I3 de u vaudra 1/2 et celle de d -1/2. Cette symétrie
correspond a une invariance du systeme en interaction forte sous une opération du
groupe SU(2) (voir annexe . Remarquons que les nombres quantiques d’isospin
sont nuls pour tous les autres quarks. Il nous reste a incorporer le quark s.

A chaque quark nous associons un opérateur et un nombre quantique correspon-
dant qui lui sont propres. Dans le cas de u et d, nous associerons cependant le méme
opérateur : il s’agit de l'isospin I (et plus spécifiquement de sa projection I3). Pour
s, il va s’agir de ’étrangeté S. Elle vaudra -1 pour le quark s, +1 pour 'antiquark s
et 0 pour toutes les autres saveurs. Nous pouvons classer ces 3 quarks dans un repere
portant I3 en abscisse et S en ordonnée (voir figure , page suivante).

Cette figure est typique d'une certaine symétrie, a condition que les masses des
trois particules soient identiques. Or la masse de s est de loin supérieure a celles
de u et d. Malgré cela, nous allons définir une symétrie entre ces quarks, analogue
a l'isospin pour u et d, de sorte que l'interaction forte ne les différenciera pas :
SU(3) (voir annexe [A]). Nous aurons alors un systéme invariant par rapport aux
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Fic. 2.1 — Triplet de quarks u, d, et s.

transformations du groupe SU(3). Cette symétrie est bien entendue approchée (en
raison des différences de masse).

A présent, nous allons composer ces 3 quarks afin d’obtenir des particules plus
complexes.

2.2 Les baryons fondamentaux de spin 1/2

En assemblant différents quarks, nous pouvons obtenir des particules plus lourdes.
Les premieres que nous obtenons sont appelées hadrons. Bien qu’étymologiquement
hadron signifie particule lourde, la définition actuelle est qu’il s’agit de particules dont
les interactions sont régies par l'interaction forte. Il existe deux types de hadrons : les
mésons et les baryons (remarquons qu’il existe aussi des antibaryons). Les mésons
sont constitués d'un quark et d’un antiquark (¢q) et les baryons de trois quarks (gqq).
Nous allons nous intéresser aux baryons.

Les éléments de spectroscopie hadronique qui sont présentés dans ce travail se
trouvent dans les références [I] et [3]. Dans notre travail, un quark ¢ sera de type
u, d ou s. Nous avons alors 27 possibilités pour former un baryon gqq (en tenant
compte de 'ordre). La théorie des représentations pour le groupe SU(3) (symétrie
entre u, d et s) nous dit que nous pouvons grouper ces 27 possibilités en sous-groupes
de particules ayant des propriétés de symétrie similaires par rapport a I’échange de
quarks. Elle prédit un sous-groupe de 10 particules, 2 sous-groupes de 8 particules,
et un sous-groupe d’une particule. Nous allons considérer les baryons dans leur état
fondamental (leur moment orbital L est nul).

La fonction d’onde des baryons fondamentaux est symétrique vis-a-vis de I’échange
de deux quarks. On pourrait croire que cela brise le principe d’antisymétrie pour la
fonction d’onde des fermions, mais ce n’est pas le cas. Cela s’explique par le fait que
celle-ci est le produit tensoriel d'une fonction d’onde dans 'espace habituel (tenant



compte des spins, isospins, ...) et d’une fonction d’onde dans I’espace des couleurs. A
chaque quark est associé un nombre quantique de couleur (il en existe 3 différentes),
et la matiere ordinaire est non colorée. Cela implique obligatoirement des conditions
sur les couleurs des trois quarks de valence d’un baryon, et sur les propriétés de
symétrie de la partie couleur de sa fonction d’onde : elle est antisymétrique pour
I’échange de quarks. Comme la fonction d’onde habituelle dont on parlait ci-dessus
est symétrique, le principe d’antisymétrie n’est donc pas brisé. C’est lui en fait qui
a justifié I'introduction de la couleur.

Parmi les 4 sous-groupes de particules dont nous avons parlé ci-dessus, il n’en
restera que deux en raison de ces propriétés de symétrie : un décuplet (10 particules)
et un octet (8 particules). Chacun comporte des particules de spin total bien défini :
1/2 pour T'octet et 3/2 pour le décuplet. Comme l'on ne s’intéresse ici qu’a des
particules de spin 1/2, seul l'octet fera 'objet d’une description plus détaillée.

Nous pouvons classer ces 8 particules comme nous I'avons fait pour les quarks. En
prenant un repere avec en abscisse la projection de l'isospin total (qui est la somme
des projections des isospins des quarks de valence, ou constituants) et en ordonnée
I’étrangeté totale (qui est la somme des étrangetés de ces mémes quarks), on obtient

la figure [2.2]

B (dss), - (B (uss)

A

Fi1aG. 2.2 — Octet des baryons, avec les quarks constituants ou de valence entre pa-
rentheses, et les isocharges.

Les particules ayant une étrangeté totale S nulle sont appelées nucléons, alors que
celles ayant une étrangeté totale non nulle sont appelées hypérons. Sur la figure
nous pouvons voir que les nucléons n et p appartiennent a un méme doublet d’isospin,
que les 3 hypérons X appartiennent a un méme triplet d’isospin, que les 2 hypérons
= appartiennent aussi a un doublet d’isospin, et que I'’hypéron A appartient quant



a lui a un singulet d’isospin. Chaque multiplet d’isospin a un nombre quantique
d’étrangeté bien défini.

La charge des particules se lit facilement sur cette figure en considérant les droites
paralleles a celle d’équation S = —213. Nous voyons donc 2 particules de charge +e,
4 particules neutres, et 2 particules de charge —e.

Les 8 particules ci-dessus ont des propriétés similaires par rapport a l'interaction
forte. Elles ont d’ailleurs a peu pres toutes la méme masse (les différences venant du
fait que la symétrie de type SU(3) postulée au départ n’est qu’approchée) :

my ~ 939 MeV

my o~ 1115 MeV
my =~ 1190 MeV
m= ~ 1320 MeV

Dans ce travail, nous allons nous intéresser uniquement aux nucléons et a I’hypéron
: -
A. Les nombres quantiques d'un baryon fondamental sont J™ = 1™ et sont donc ceux

2
de n, p et A.

Nous avons la méme symétrie SU(2) entre le doublet de quarks u — d et celui de
nucléons n — p. Nous pouvons nous attendre a avoir une meéme symétrie de type
SU(3) entre le triplet de quarks u — d — s et celui de baryons p — n — A. Certains
potentiels reflétant 'interaction baryon-baryon seront construits en considérant cette
symétrie exacte.

Nous pouvons constituer une nouvelle série d’hypérons en introduisant un 4°™¢
quark : le quark charmé c. Nous avons I’habitude de les classer d'une facon sem-
blable & celle décrite ci-dessus (mais dans un repere a 3 dimensions, avec comme 3°°
axe celui du charme C'). Nous pouvons alors former des hypernoyaux contenant un
hypéron charmé.

2.3 L’hypéron A

La plupart des informations disponibles dans ce paragraphe sont tirées des publi-
cations du Particle Data Group (référence [2]) et datent de I’année 2002.

Dans le modele des quarks constituants, la particule A est composée de 3 quarks,
un u, un d et un s. Il s’agit d’'un baryon neutre de spin 1/2, faisant partie d’un
singulet d’isospin, de masse my = 1115,683 4 0,006 MeV. Son moment magnétique
vaut gy = —0,613 £ 0,004 puyn (avec puy = 5,05 10727 J Tt = 3,15 1078 eV T ).
Son moment électrique dipolaire doit étre nul d’apres la théorie (invariance P et T),
ce qui est confirmé expérimentalement, & 10716 pres.



Sa durée de vie est de 74 = 2,632 £ 0,020 10~s. Cet ordre de grandeur nous
renseigne sur la nature des désintégrations de cet hypéron. En effet, le A se désintegre
faiblement, dans un mode cousin de la désintégration 3 (interaction nucléaire faible).
Le quark s est converti en quark u ou d par un boson de jauge faible W avec produc-
tion ou non d’une paire de quark-antiquark v ou d. Il y a deux types de désintégrations
(voir [4] et [A]) :

- Les désintégrations mésoniques (formation de pions et de nucléons), dégageant

des énergies de quelques dizaines de MeV. Les nucléons finaux ont des impul-
sions d’environ 100 MeV/c.

A — p+7 438 MeV
A — n+7"+41 MeV

- Les désintégrations non mésoniques (formation de nucléons seulement)
dégagent des énergies d’environ 175 MeV, et les impulsions des nucléons (= 400
MeV /¢ pour chacun) sont plus importantes que dans le cas précédent. Ce mode
ne peut se passer qu’en milieu nucléaire.

Ad4n — n+n+176 MeV
A+p — n+p+176 MeV

Remarquons qu’aucun de ces processus ne conserve I’étrangeté (ils ont tous un AS =
1). Les modes non mésoniques sont les principaux modes de désintégration pour le A
libre : dans 63,9% des cas, nous avons le canal proton et dans 35,8% le canal neutron,
le reste se répartissant entre les réactions suivantes :

A — n+y

A — p+m +7v

AN — p+te +U.+7y
A — ptp +7v,+7

Les hypérons ont diverses applications. On peut tout d’abord s’en servir comme
sondes du milieu nucléaire : I'hypéron interagit (faiblement) sur certaines pro-
priétés du milieu (exemple : modification de la parité) et peut exciter certains états
nucléaires. Le fait d’ajouter un hypéron a une structure nucléaire peut également
accroitre sa stabilité (exemple : si 'on ajoute un hypéron A au ®Be, on aura un hy-
pernoyau 3 Be qui est beaucoup plus stable). Le contraire est également observé : un
hypéron qui se désintegre faiblement peut entrainer des réactions de fission dans le
milieu nucléaire.

Les hypérons nous permettent également de tester les différents modeles de I'inter-
action baryon-baryon déterminés dans le domaine d’étrangeté nulle, et de voir si ces
modeles peuvent s’extrapoler suffisamment bien pour une interaction baryon-baryon
quelconque. Cela nous permettra de mieux connaitre 'interaction forte.



2.4 Propriétés générales des hypernoyaux

Un systeme composé de nucléons et d’hypérons est appelé un hypernoyau. La
différence majeure par rapport aux noyaux habituels est le nombre quantique
d’étrangeté total S qui est non nul. Un A—hypernoyau (hypernoyau & un hypéron A)
est noté { Z ol A est le nombre total de baryons. De méme, un hypernoyau contenant
deux A sera noté (A Z.

Le premier hypernoyau est découvert en 1952 (voir [4]) : Danysz et Pniewski ob-
servent la désintégration
AN—=7m"+p

et en déduisent l'existence de la particule A. Leurs conclusions affirment que ce A
vient d’'un hypernoyau } He. Pour les hypernoyaux plus lourds (A > 5), les modes
non mésoniques de désintégration du A sont dominants. Cependant, la réaction ci-
dessus (de type mésonique) fut utilisée pendant tout un temps afin de déterminer les
propriétés d’hypernoyaux dont le nombre de masses pouvait atteindre A = 15.

Plus récemment, nous pouvons produire et étudier des hypernoyaux dont le nombre
de masses atteint A = 89 (au Japon par exemple) grace aux faisceaux de mésons K=+
(les kaons chargés). Pour rappel, un méson est une particule composite constituée
d’'un quark et d’'un antiquark. Le K comporte un quark u et un antiquark 5; le
K~ (Pantiparticule du KT) comporte un quark s et un antiquark @. Il existe aussi
deux kaons neutres, le K (un quark d et un antiquark 35) et le KO (un quark s et
un antiquark d) mais ils ne sont pas utilisés pour la production d’hypernoyaux. Voici
quelques-unes des différentes réactions se déroulant en accélérateurs et permettant

d’obtenir un A, et donc un hypernoyau :
n+ K~ — 7w +A
n+rt — KT+A
Remarquons que les nombres des différentes saveurs des quarks sont conservés dans

ces réactions.

Le premier hypernoyau AA fut observé en 1963 (mais il faudra attendre I’année
2001 pour avoir une preuve suffisamment précise de son existence, voir [§]). Dans les
années 60, on commenca a étudier la diffusion AN.

2.5 Quelques exemples d’hypernoyaux

2.5.1 L’hypertriton 3H

Ni l'interaction AN, ni I'interaction XN, ni 'interaction AA ne possedent d’état
lié. L’hypertriton est donc I'hypernoyau le plus léger existant. Il joue un role analogue
a celui du deuton en physique nucléaire. Il est I’état fondamental du systeme AN N,
qui sera utilisé afin de construire certains modeles de la force YN, ou Y représente
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un baryon quelconque. Son état fondamental est J™ = %Jr, et I'état singulet est plus

lié que I'état triplet. Son énergie de liaison est de l'ordre de 130 keV. C’est tres
faible en comparaison avec le *H dont 1'énergie de liaison vaut 8,48 MeV (voir [4]).
Remarquons que I'hypertriton est lié uniquement en raison de la force a 3 corps
(entre le p, le n et le A) qui est attractive et légerement supérieure a 1'énergie de
séparation du A.

2.5.2 Le 3He

Cet hypernoyau est particulier en raison de ’énergie de liaison de I’hypéron, 3,10+
0,2 MeV (valeur expérimentale tirée de 'article [6]), qui est plus faible d'un facteur
2 par rapport a ce que prédisent les différents modeles existants. L’hypernoyau doit
en fait étre considéré comme un coeur nucléaire (un noyau *He, ou particule ) et
un hypéron seul, comme cela est expliqué dans la référence [4]. L’interaction entre
I’hypéron et le nucléon est affaiblie en raison de la présence des autres nucléons, et
I’énergie nécessaire pour lier le A est donc plus faible.

Des potentiels réalistes actuels se basent sur ces considérations afin de reproduire
exactement Iénergie de liaison du 3 He. Nous les utiliserons dans les chapitres suivants
pour modéliser I'interaction entre un hypéron A et un noyau a.

2.5.3 Le {Be

L’hypéron A permet de stabiliser le noyau ®Be, et nous devrions donc retrouver
des similitudes entre ce noyau et I'hypernoyau, notamment au niveau des spectres
d’énergie. Les valeurs citées dans ce paragraphe sont tirées de l'expérience, et se
trouvent dans 'article [7], comparant également les différences noyau-hypernoyau
dans le cadre du Beryllium.

Nous avons pour les trois premiers niveaux du *Be des états 07, 2T et 47 (sous la
forme L™). Ces trois niveaux se retrouvent dans le spectre du }Be avec les mémes
différences d’énergie entre eux, mais décalés vers le bas. Cela confirme le fait que
I'hypéron stabilise le ®Be dont le fondamental se trouve dans le continuum (+0,092
MeV par rapport a la dissociation en deux particules «). On observe la méme chose
pour les premiers états excités. L’énergie de 1’état fondamental de I’hypernoyau est a
—6,62 MeV par rapport a la dissociation 3 Be — a+a+A. Cette valeur correspond a
un niveau J™ = 1/2% (J = L+ S}). Le premier niveau excité se trouve 3,08 MeV plus
haut, et correspond donc & un état lié, contrairement au cas du ®Be. La correction
spin-orbite de ce niveau (L™ = 2% se subdivise en J™ = 3/2% et J™ = 5/2%) vaut un
peu moins de 100 keV.

Le niveau L™ = 47 se situe environ 12 MeV au-dessus du fondamental, comme
dans le spectre du ®Be. Remarquons cependant que ce niveau est le deuxiéme état
excité dans le spectre du noyau, mais cela n’est pas le cas pour 'hypernoyau : des
niveaux de parité négative se sont intercalés. Certains de ces niveaux peuvent étre
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expliqués a partir du spectre du ?Be. Par contre, d’autres ne s’expliquent que par le
principe de Pauli, qui s’applique aux nucléons et pas au A. Le A peut donc occuper
certains états qui ne sont pas accessibles aux nucléons, ce qui implique des niveaux
présents dans le spectre de ’hypernoyau interdits par le principe de Pauli pour le
spectre du YBe. D’autres niveaux excités sont communs aux deux spectres, mais
les valeurs expérimentales disponibles pour I'hypernoyau restent trop maigres pour
effectuer une comparaison. Pour ces raisons, nous nous bornerons a étudier 1’état
fondamental et le premier état excité du 3 Be.

Nous pouvons mettre en évidence les différences nucléon-A en comparant le 3 Be au
9Be. L’hypernoyau ne differe que par le A qui remplace 1'un des neutrons du noyau.

2.5.4 ,He

Le ,fHe est le premier hypernoyau lié & S = —2 (remarquons que le , {He pourrait
exister, mais nous n’avons pas de preuve expérimentale). Grace a I’événement Nagara
(voir référence [§]), nous avons la preuve de son existence, et différentes données
importantes a son sujet sont actuellement connues : I'énergie de liaison des deux
hypérons a la particule o (—=7,25+0,19 MeV) et 'énergie d’interaction A—A (1,014
0,20 MeV). L’état fondamental est un état 0F.

L’expérience utilise un hypéron ==, car il faut obtenir un hypernoyau d’étrangeté
-2, et le =7 est une particule d’étrangeté -2. Le =~ est produit a partir de collisions
entre des faisceaux de kaons négatifs K~ avec une de cible de diamant. On récupere
un faisceau de kaons positifs K+ & la sortie. Deux unités d’étrangeté ont ainsi été
transférées a la cible, ce qui permet la production de Z~. L’expérience de Nagara s’est
déroulée de la fagon suivante : une fois produit, ’hypéron =~ est ralenti jusqu’au repos
en un point ot il est capturé par le milieu (des noyaux 2C, N ou 1°0). Ensuite la
particule créée lors de la capture se désintegre en 3 particules chargées. L'une d’elles
est un hypernoyau , PHe. Par exemple, en milieu carboné, nous avons la réaction :

PC+= —, S He+*He +*H
S’en suit la désintégration de I’hypernoyau :

AsHe =X He +p+ 7
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Chapitre 3

La méthode des coordonnées
hypersphériques

3.1 Introduction

Notre travail va consister a modéliser les différents hypernoyaux que nous allons
étudier par des systemes a 3 corps. Ensuite, nous tacherons de résoudre 1’équation de
Schrodinger correspondante (nous nous placerons dans un cadre non-relativiste). Une
méthode utile pour résoudre cette équation dans le cas d’un probleme a 3 corps est la
méthode des coordonnées hypersphériques. Dans ce chapitre, nous allons détailler et
expliquer les principes de la méthode. Des informations supplémentaires et différents
exemples d’utilisation peuvent se trouver dans les articles [9], [10], [11] et [12], ainsi
que dans les Travaux de Fin d’Etudes [13] et [14].

3.2 Les coordonnées de Jacobi

3.2.1 Définition

Soit un systeme de N particules de masses m; et de positions r;. Soit M la masse
totale du systeme et R les coordonnées du centre de masse :

N
M o= ) m (3.1)
=1
1 N
R = Mizl m;r; (32)

Nous définissons les 7™ coordonnées de Jacobi comme les coordonnées relatives de
la (j + 1)® particule par rapport au centre de masse des j premieres. On obtient
ainsi les N — 1 vecteurs

1
X; =Tip] — = ijrj (3.3)



avec ¢ allant de 1 a N —1. Dans notre cas, N = 3. Nous normaliserons les coordonnées
en les multipliant par un facteur dépendant des masses. Les coordonnées résultantes
n’auront plus la dimension d'une longueur mais de [M'/2L]. Cela nous permet de
nous affranchir des masses absolues de toutes les particules. En notant x; par x;
et xo par y; (indice k étant la pour rappeler qu’on peut définir trois ensembles de
coordonnées de Jacobi, en choisissant 1'une ou l'autre particule comme référence),
nous avons
R = 2L mm

m;m;

X = /s (T 1) (3.4)

_ mk(mierj) . mMir;+m;r;
Yo = \ M Tk mi+m;

ou (i, 7, k) est une permutation cyclique de (1,2, 3).

Physiquement, R est proportionnel aux coordonnées du centre de masse des trois
particules, x; aux coordonnées relatives de la particule j par rapport a la particule
1, ety aux coordonnées relatives de la particule k£ par rapport au centre de masse
des particules i et j.

3.2.2 Permutation des coordonnées de Jacobi par rotation

Nous avons ainsi défini trois jeux de coordonnées de Jacobi. L’on passe de I'un a
l'autre par rotation. Soit 2 jeux de coordonnées de Jacobi (on ne tient pas compte
ici du centre de masse) :

X = rgji::;’]@ (I‘j — I'i) (3 5)

o = /2D () |
et

X, = n:jﬂgi‘k (ry —ry) 36)

m; (m]—i-mk) m;r;+mgrg

R U

Introduisons I'angle ¢, défini par la relation

i = arctan ((—)P Mmj) (3.7)

mg;my

ou P est pair (impair) si (ijk) est une permutation paire (impaire) de (123). Calculons
Sin ;. et cos Y -

Y e — = ) mim — mimy
COSPir = 1+tan? @, - mimy+Mm; - \/(mi+mj)(mj+mk)
s a — (_\P [ tan?@u  _ (_\P Mm; —_ (_\P Mm;
SN Wik = ( ) 1+tan? o, ( ) mimp+Mm; ( ) (mi+m;)(mj+my)

(3.8)
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Cet angle ¢;;, permet de passer du systéeme de coordonnées k au systeme de coor-
données ¢ par rotation d’angle ;. En effet

X; — COS Xy + SN Yy (3.9)
Yi = —SInQjpXg — COS PikYk '

La relation ci-dessus se démontre facilement en remplacant chaque variable par
sa définition.

3.3 Les coordonnées hypersphériques

Les problemes a 3 corps que nous allons rencontrer dans ce travail seront résolus
par des méthodes numériques. Or il est souvent difficile de traiter numériquement des
domaines de variation allant de 0 a I'infini. Le but des coordonnées hypersphériques
est de limiter a un le nombre de coordonnées variant sur [0, col.

Soit un jeu de coordonnées de Jacobi. On ne tiendra pas compte du centre de masse,
puisque nous pouvons séparer son mouvement des mouvements relatifs des particules
(voir [15]). Nous avons 2 coordonnées métriques (les normes de x;, et yy, variant sur
un domaine infini) et 4 coordonnées angulaires (les angles de xj, et yy, variant sur
un domaine limité). Nous allons passer a un jeu de coordonnées comprenant une
seule coordonnée métrique (appelée I'hyperrayon p), et 5 coordonnées angulaires (les
hyperangles).

L’hyperrayon est défini par

pPPo= Tt

- 23: (1 - %) 22 (3.10)

ou les coordonnées de Jacobi sont définies en [3.4f Nous voyons que I'hyperrayon est
indépendant de k, et donc du jeu de coordonnées de Jacobi choisi au départ. Il a les
mémes dimensions que les coordonnées de Jacobi (& savoir, [M/2L]). 1 représente
une grandeur physique importante : il est lié au rayon en moyenne quadratique
du systeme de 3 particules élémentaires. En effet, le carré du rayon en moyenne
quadratique est défini par

(%) = = 3 [malllrs — Rew ) + ma(r?)] (311)

i=1

ol 1/ (r?) est le rayon en moyenne quadratique de la particule 7. En remplagant par
les coordonnées de Jacobi, nous obtenons

) ==

() + mer%] (3.12)
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Les hyperangles comprennent les 4 angles directeurs des Vecteurs Xy et yi, a savoir
Qo = (02, 02,) €t Qy, = (0y,, ¢y, ), et angle oy, = arctan 2 qui n’est pas un angle
physique mais plutot une variable variant sur un domaine borne L’ensemble des 5
angles sera noté Qg = (o, Uy, 2y, )-

Les domaines de variation des 6 coordonnées sont :

;

p: [0,00]
o 0
(;; [0: o] (3.13)
Oy, + [0,7]
L Puyr - [0727T[

L’ensemble de coordonnées défini ci-dessus est particulierement bien adapté
pour résoudre l’équation de Schrodinger, comme nous allons le voir dans les
développements qui vont suivre. Remarquons finalement que 1’élément de volume
vaut

dxdy = nydeddeJCde
= p’dpsin® a cos® adadS,d,
p°dpdSds (3.14)

3.4 L’hamiltonien

L’hamiltonien d’un systeme a 3 corps s’écrit de fagon générale

H=T+) Vi(r;—r;) (3.15)

i<j
T est I'énergie cinétique totale des 3 particules, et V;; une interaction a 2 corps.
Transposons 1’énergie cinétique totale T dans le systeme des coordonnées hyper-

sphériques. L’expression générale de 'opérateur d’énergie cinétique pour un systeme
de 3 particules quelconques s’écrit :

T —

2 2 2
b1 Py D3
3.16
2m1 + 2m2 + 2m3 ( )

ou les p; sont les impulsions des 3 particules. Nous allons changer de variables vers
R, x; et yi (le systeme de coordonnées appelé X ci-dessous). Les coordonnées ha-
bituelles sont les r;. La regle de composition des dérivées donne

0 0w 0
or; ‘= Or; 0}

(3.17)
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Or nous avons

o = —.‘/,uz-j 0 (318)

_mi—i-mj M(U)k _ml—l—m] \/M(U) 'u(l])k

ol 15 = - + est la masse réduite du systeme (i, j) et pj, = W En tenant

compte de la deﬁmtlon de I'impulsion p = —tAV et en remplacant ces résultats dans
I’expression [3.16, nous obtenons finalement

1
T =5 (Prtri, +py,) (3.19)

Les facteurs massiques sont a présent incorporés dans les variables (de par leur
définition) et nous pouvons facilement séparer le mouvement du centre de masse :

1
T =Tow + 5 (v, +1,) (3.20)

Passons maintenant dans le systeme des coordonnées hypersphériques en changeant
de variables vers p et ay, :

0 _ 9 sinap 9
Oz COS Qg op p  Oay (3 21)
Oy, kap p  Oay

En utilisant la relation [3.21] et le développement du laplacien

2 2 L2
A:a_+_g__ (3.22)

nous obtenons a partir de |3.20

T = Tow—% (A2 +A2)

h2

_ o 92 2 9 _ sinap 9

= TCM > 8,02 + 2 6042 + pap + b cos oy |:COS O[k;ap o aaki| (323)
2 0 cosay 0 _ lQ(ka) _ ZQ(ka)

+ psin oy, |:SlIl Qf op + p Bak] p? cos? ay, p2 sin® oy

ol apparaissent les deux opérateurs de moment cinétique orbital 1?(£2,,) et 1*(€y, ).
En regroupant les parties radiale et angulaire, nous obtenons finalement

0?2 59  K?*Qs)
T ="Teon — (ap + ;a—p — —02 ) (3.24)
avec l'opérateur angulaire hypersphérique K?(Qs;) défini par
0? 0 Q) 12,
K?(Qsp,) = —=— — 4 cot(2 L o 3.25
(251) a3 cot(2a) o, + cos? qy, + sin? ay, ( )
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3.5 Les harmoniques hypersphériques

3.5.1 Définition

Nous allons étudier les fonctions propres de 'opérateur K?(§25), appelées harmo-
niques hypersphériques, car elles jouent un roéle important dans le traitement de
I’équation de Schrodinger HV = EW, ou H est défini en |3.15| et ou E est I'énergie
du systeme. A partir d’ici, nous n’indiquerons plus les indices k afin d’alléger les
notations. Les harmoniques hypersphériques sont un ensemble de fonctions propres
communes aux opérateurs K?(Q5) (avec la valeur propre K (K +4)), [*(Q,) (avec la
valeur propre [, (I,+1)), [*(2,) (avec la valeur propre I, (I,+1)), 1.(£2) (avec la valeur
propre my), et 1,(£,) (avec la valeur propre m,). Nous les notons y}glymmmy(m) et
elles sont définies par

k() = o (@)Y Q)Y M (€2) (3.26)
avec
l[ﬂély (Oé) _ Nllgly (COS a)lz (sin a)ly P£y+1/2,lz+1/2(COS 2@)
1/2
Iyl (oK 42) (ntle+1,+1)!
NK ’ B KF(ln+ll.r+§)F(n+lz+%) (3'27)
—lp—1,

n - )

ot Y™ est 'harmonique sphérique de moment [ et de projection m (définie en [15]),
K T'hypermoment (entier positif ou nul), [, et [, des entiers positifs tels que n soit

positif ou nul, Il(zly un facteur de normalisation, et P%’(x) un polynéme de Jacobi
de degré n et de parametres a et b (voir annexe . La projection m, est comprise
entre —[, et [,, et la projection m, est comprise entre —I, et [,,.

Nous pouvons démontrer que les harmoniques hypersphériques sont les fonctions
propres de K%(€)5) en injectant et la définition de K?(Q5) dans I’équation

aux valeurs propres
K2(Q5) V™™ () = K (K + 4)Yemm () (3.28)
C’est-a-dire

—% — 400’5(2(1)% 4 lolladl) ly(ly;l) — K(K +4)

cos? o sin? o

> (COS oz)lx (Sin Oé)lyprlly+1/2,l¢+1/2 (COS 2@) —0 (3.29)

_ Blly+1/2,zx+1/2(x)

En posant x = cos 2«, P(x) , et en résolvant les dérivées partielles,

nous obtenons comme équation pour P(x) :

(1—- xg)dii;(f) — (e + 1, + 3)z + ly—1z) d};:(f)

qui est bien I’équation du polynéme de Jacobi de degré n et de parametres (I, +1/2)
et (I, + 1/2). Remarquons que les conditions sur les parametres du polynome de
Jacobi sont automatiquement réalisées par les définitions de I, et [, (il faut que
(I, +1/2) et (I, +1/2) soient des réels supérieurs & —1) (voir annexe [B).

+n(n+l,+1,+2)P(x) =0 (3.30)
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3.5.2 Orthogonalité des harmoniques hypersphériques

o ol s "y -
Le facteur de normalisation N2 sert a assurer I'orthonormalité des harmoniques
hypersphériques

llmm

ylzlymzmy (QS) (Q5)dQ5 — 6[ I 5l l’ 5mzm/ 6777, m/ 5KK’ (331)

Q5
La démonstration se trouve en annexe[C.1] Les harmoniques hypersphériques forment
donc une base orthonormée de 1’espace des fonctions propres de 'opérateur angulaire
hypersphérique.

3.5.3 Les harmoniques hypersphériques composées

La base des harmoniques hypersphériques décrite précédemment n’est pas opti-
male dans le traitement de I’équation de Schrodinger car elle ne fait pas apparaitre
le moment cinétique orbital total L mais les nombres quantiques [, et [,. Nous al-
lons plutot utiliser la base des harmoniques hypersphériques composées, qui font
apparaitre les nombres quantiques L et My, et qui sont définies par

Vit Q) = Y (lalymamy | LM) V™™™ ()
= ¢%(a) [mm)@mmwm (3.32)

Nous avons (démonstration voir annexe
l Iy*
/ KL”ML J) /L/M/ (Q25)dQ2s = 6116 nr, ay, Oy, Oy 11, O K7 (3.33)

Les harmoniques hypersphériques forment bien une base de fonctions propres de
l'opérateur K2(€25). Il s’agit méme d’une base de I'espace des fonctions propres com-
munes aux opérateurs K*(Qs), L?, I2 et [2.

Dans notre travail, il va falloir tenir compte du spin des particules. Nous allons
introduire des harmoniques hypersphériques composées dépendant du spin S et du
moment cinétique total J. Cette dépendance en spin vient par exemple d'un potentiel
présentant un terme de couplage spin-orbite, ou spin-spin.

Nous allons définir une base de fonctions propres de 'opérateur angulaire hyper-
sphérique dépendant du spin en prenant simplement le produit tensoriel des har-
moniques hypersphériques composées décrites ci-dessus et d'un spineur y*™s. On
obtient : Ty

lol
VI () = | Vi (©s) & X°]
ou l'indice v est la contraction des indices I, l,, L et S. J et M correspondent au
moment cinétique total et a sa projection. Par définition, nous avons

(3.34)

R(Q5) = Y (LSMLMs|TM)Vihy, ()X (3.35)

My Mg

19



Il s’agit bien str d’une base (voir annexe [C.3)) :
/ yQIIAgI*(QES)y;]'IIJ‘(/I//(%)dQE) = Oy O K Oy 0O (3.36)
Qs

Nous utiliserons cette base dans la suite du travail pour développer la fonction
d’onde solution de I’équation de Schrodinger.

3.5.4 Parité et harmoniques hypersphériques composées

L’opérateur parité change 'orientation des vecteurs x et y, alors que I’hyperangle o
reste invariant. Ainsi, la parité des harmoniques hypersphériques dépend du produit
des parités des deux harmoniques sphériques :

Y™™ (Qs) = (=)t Y™™ Q) (3.37)
MY (Qs) = (=)= (Qs) (3.38)

3.6 Traitement de I’équation de Schrodinger

3.6.1 Passage aux coordonnées hypersphériques

Nous allons partir de I’hamiltonien de trois particules isolées interagissant décrit
en :
H=T+) V(r;—r) (3.39)
1<)
Nous utiliserons 'expression de l’énergie cinétique dans les coordonnées hyper-
sphériques calculée en et [3.25] Nous transposerons les potentiels également :

Xk P COS Qg
J(J ) J(\/Nij) < Hij ) ( )

i est la masse réduite du sous-systéme des deux particules i et j et

O]:l :u“Lj = -
(ijk) est une permutation de (123). Dans la derniere égalité, nous avons supposé que
les potentiels ne dépendent que de la distance entre les deux particules.

Nous choisissons le systeme d’unités suivant :
e Vitesse : ¢ = 1.
e Longueur : le fm (107 m).
e Energie : le MeV (1,602 10713 J).
e Action : h = 197,326968 MeV fm/c (déduit des 3 unités ci-dessus).

L’équation de Schrodinger s’écrit :

HY jvie = EV e (3.41)
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L’hamiltonien s’exprimera donc, apres avoir 6té le mouvement du centre de masse,

par
h? (82 50 K? Q5k > (pcosak>
g (9 2 TN Al 3.42
2 \op2 " pdp ; T\ Vi (3.42)

Nous voyons que les différents hyperangles apparaissant dans cet expression
dépendent a chaque fois d’un ensemble différent de coordonnées de Jacobi de départ.
Nous verrons dans la section suivante comment lever ce probleme par les coefficients
de Raynal-Revai, afin d’avoir un seul et unique jeu de coordonnées pour tout 1’ha-
miltonien.

Nous allons développer la fonction d’onde W ;,,, dans la base des harmoniques
hypersphériques composées tenant compte du spin et du moment cinétique total J

(voir équation |3.34]) :

U are(p, Q5) = p~° Z XAk Q) (3.43)

ot les fonctions radiales x7J% (p) sont a déterminer. Remarquons que le role du facteur
p~%? est de faire disparaitre la dérivée premiere apparaissant dans Iexpression de
I’énergie cinétique |3.24

En injectant cela dans I’'équation de Schrodinger [3.41, nous obtenons

. %{:3’%(95){ 12 (38: (K+3/2/))§K+5/2))_E} i)

+ YD Vi ( pcos%)) X (0) Vi (25) (3.44)

i<j vK 2

Soit V = Viy (%> 4V (%> ¥ Vi (f%) En multipliant & gauche

I’équation ci-dessus par une harmonique hypersphérique composée quelconque
y%’%’ (Q5), puis en intégrant sur {25, nous obtenons (en utilisant la relation d’or-
thogonahte m le systeme d’équations couplées suivant : VK’ ~/

[_h_2 ( * (K+3/2)(K+5/2)> _E] )

9 8p2 p2 X'y’K’ (p)
+3 [ P @IV O ) =0

Définissons les grandeurs suivantes :
Ly = K+3/2 (3.45)
Winwerlo) = | PIR @I (@0 (3.40
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le systeme se rééerit finalement (apres avoir renommé les indices) :

h? [ 02 Lx(Lx+1) w
Vv, K : {5 (8_/)2 — T) + (B = Wiy x4(p)) XiK(P)
=" Wi ()X () (3.47)
,YIKI

la somme portant sur les valeurs de (7', K') différentes de (v, K).

Ce systeme (infini) d’équations est équivalent a I’équation de Schrédinger. En
pratique, nous allons le tronquer en limitant le développement en harmoniques hy-
persphériques, et en définissant une valeur maximale K,; de K qu’on ne dépassera
pas. La résolution du probleme se fera en deux étapes :

e le calcul des coefficients W

e la résolution du systeme d’équations

3.6.2 Comportement en p =0 et en ’co

Les fonctions d’onde doivent étre de carré sommables, ce qui signifie que leur
développement en harmoniques hypersphériques composées doit s’annuler a 1’origine
et tendre vers 0 lorsque p tend vers 'infini.

Faisons I’hypothese que le potentiel V' soit borné et ne tende pas vers l'infini plus

vite que 1/p? lorsque p tend vers 0. Dans le systeme d’équations nous observons
. l Lz N 19 o . , N ﬁK([,K-i-l)

une singularité a l'origine (d’apres le terme R )

singulier régulier.

. L’origine est donc un point

Pour étudier le comportement a 1’origine, on développe la solution en série de
Froebenius dont le terme de degré minimum est en p°. En remplacant cela dans
I’équation [3.47] et en identifiant les coefficients de degré le plus bas (méthode utilisée
dans [15]), nous obtenons

—s(s+ 1)+ Lx(Lx+1)=—(s+ Lg)(s—Lxk —1)=0 (3.48)

Deux comportements a l'origine sont donc possibles, mais celui en p~*% n’annule
pas la fonction d’onde en p = 0 (cela est dit au facteur p=°/2 apparaissant dans
. Nous avons donc une fonction d’onde se comportant en p“5s+! au voisinage de
I'origine. En résumé,

Xk (p) ~ p™ 7/ pour p — 0 et xJx(p) — 0 pour p — oo (3.49)

3.6.3 Les coefficients de Raynal-Revai
Le calcul des coefficients W (équation (3.46)) fait intervenir les 3 potentiels a 2

pP COS &3 P COS (g P COS &1 : ) . >
corps Vi (—m ), Vai <—\/!E >, et Vo (—\/@ > Si I'on choisit comme repere de
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base celui de la particule ¢, le premier terme se calcule directement. Par contre, pour
les deux termes suivants, les harmoniques hypersphériques composées et le potentiel
sont définis dans des reperes différents. Il faut donc effectuer une transposition soit
du potentiel, soit des deux harmoniques afin d’avoir les trois facteurs exprimés dans
le méme repere.

L’idée que nous allons suivre consiste a développer les deux harmoniques hyper-
sphériques en harmoniques hypersphériques définies dans le repere du potentiel. Le
passage des harmoniques hypersphériques d’un jeu de coordonnées a un autre peut
s’écrire (voir article de Raynal et Revai [12]) :

I Qs,) = DL, kL VR (Qs) (3.50)

1,

ou les (I/I! \l ly) k1 sont appelés coefficients de Raynal-Revai. Remarquons que les
nombres quanthues L, My, S, Mg, J, M et K sont conservés par le changement de
repere (en raison des propriétés de la rotation d’un jeu de coordonnées de Jacobi vers
un autre). La double somme n’est pas infinie vu que chacun des indices est borné
(d’apres le fait que n est positif ou nul, et d’apres la relation . En utilisant
I'orthogonalité de la base de départ, ces coefficients peuvent s’exprimer par

(Il = / TR (Qs) VI (Q5)dS2s

= Z (lxlymxmy|LML)(l;l;m;m;|LML)

U m!l!m!

« / ylwmwlvmv (25) V5" ()02 (3.51)

Cette derniere intégrale peut étre facilement calculée en introduisant la rotation des
coordonnées de Jacobi définie en et les fonctions génératrices des harmoniques
hypersphériques (voir [13]). L’expression complete des coefficients se trouve en annexe
DI

La méthode décrite ci-dessus nous permet de calculer les 3 intégrales contenues
dans Wi, g (p). Prenons comme référence la coordonnée x;. En définissant

. Vi COSO&,
Wiowrlo) = [ V@0V (S0 iy @)
J

et en tenant compte de [3.50] et [3.46] nous obtenons

Wiy iy () = Wiy, (p)
+ Z <l552ly2|lxllyl>KL<l/$2lgl/2‘llxllglJl)K/L ZWK%KW’(p)
lw2ly2lg:2l§/2
+ Z <l733ly3lelly1>KL<l;3l;3|l;1l;1>K,L SWK’YvK/’YI(p) (353)
lzglyglé%lég

Le nombre de coefficients a calculer dépend du nombre quantique K.
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3.6.4 Parité et regles de sélection
La parité du systeme de 3 particules est donnée par
T = mmems(—)= T = mymemy(—)K (3.54)

ou 7; est la parité intrinseque de la particule 7. Si les particules 2 et 3 sont identiques,
nous avons la regle de sélection

(=)=t = 1 (3.55)

ou S et T sont le spin et 'isospin du systeme composé de ces particules (voir [I1] et

[16]).

3.7 Les transitions électriques

Pour un systeme de 3 particules, 'opérateur de transition électrique s’écrit :
3
Mfu =€ Z Zi|ri - RCM|)\YM)\ (Qri—RCJW) (356)
i=1

Dans le cas ou A = 0, I'opérateur se réduit simplement a

3
1
Mgy =eY Zi— 3.57
00 ZZ:; \/E ( )
Dans le cas ou A > 0, cet opérateur s’écrit dans le systeme des coordonnées hyper-
sphériques sous la forme (voir [I1]) :

my\ A ma3

Mheey) = |7 (V) 42 () | M

mo
+ el|z ——3) +Z(—) ME (x
2( ma3 ’ mag /\“(>
A1 _— m \ g \ M
b e an (-1) (__) Lz (_)
; . M ’ ma3 ’ ma3
A
X [Me,(y) @ MG, (x)] ™" (3.58)
avec
( Zos = Zy+ 43
Mmo3 = m2+m3
A
A
ME(y) = (=) ) (3.59)
23 = T2
H23(1) = ma
B A (2241)! 1/2
[ Ok = | @RI @A —2k+ 1)
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Les coordonnées de Jacobi x et y sont celles de la premiere particule. Dans notre
travail, nous allons considérer les cas A = 1 et A = 2. Nous aurons donc seulement des
contributions venant des deux premiers termes, vu que le terme croisé apparaissant
a l'ordre 2 est nul (pour les deux hypernoyaux étudiés, les deux particules externes
sont identiques) et inexistant a l'ordre 1.

Nous pouvons calculer les éléments de matrice réduits correspondant a ces transi-
tions, que nous appellerons M, et M,. La partie radiale sera résolue numériquement
(voir chapitre suivant) et la partie angulaire analytiquement. Le résultat final se
trouve en annexe [El
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Chapitre 4

Méthodes numériques

4.1 Calcul des éléments de matrice Wi, xr./(p)

Nous allons utiliser les coefficients de Raynal-Revai pour calculer les éléments de
matrice Wi, x,/(p), qui sont une somme d’intégrales du type :

. ' M s P COS &
Wicrx(p) = | YUk (Q5) Vi ( ) VIEH(Q5)dS2s (4.1)
v o K j T
Nous avons supposé que les potentiels ne dépendent que de la distance entre 2 parti-

cules, c’est-a-dire de la norme de la coordonnée de Jacobi —%=, ou encore de 2=,
RV4 :“'J \/P‘]k

Nous pouvons calculer analytiquement 4 des 5 intégrales inclues dans ‘W, xr/(p) :
celles sur Q, et Q,. Commencons par passer de la base des harmoniques hyper-
sphériques composées a la base des harmoniques hypersphériques par [3.32] et [3.35] :

Wiy (p) = > (LSMpMg|JM)(L'S'M; M|.J' M')

mgmymlmy My My Mg Mg

X

(Llymgmy| LMy (1l | L M) /Q M
5

A l’m m * COS O elymamy
x Y (Q5) Vik (pm ) 4 (Qs)x*M5ds  (4.2)
J

En utilisant ’expression de 1’élément de volume [3.14} la définition des harmoniques
hypersphériques [3.26 et 'orthogonalité des harmoniques sphériques, nous obtenons

Wiy i (p) = > (LSMpMg|JM)(L'S' M}, MS|J' M)

mrmyMLML/MSMS/

X l l mxmy]LML)(l { mxmy]L M/>(Sl A 5lyl’
Ll S’M’ PCOS QG \  gnrg lal,
X P ( SVik ( ) g (ay
/ RRNRV/ZR ()
x  sin® a; cos? a;doy; (4.3)

ol (blzly( ;) est défini en m En supposant un potentiel ne dépendant pas du spin,
et en utilisant la relation d’unitarité des coefficients de Clebsch-Gordan et la
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oo Lol :
définition de ¢ ¥ (), nous obtenons l'expression

us

. N 2(lp+1
ZW[@,J{M/(ﬂ) = 5lxlé6lyl/y($LL/55’S/5JJ/(5MM/NK yN /y / (COS ai) (l=+1)
0

p COS O

x (sinai)2<ly+1>Pﬁ“/2””1/2(cosQai)vjk(
v/ Mk

) ]3,l;~‘+1/2’l”1/2 (cos 2a;)da;

(4.4)

Nous allons transformer l'intégrale apparaissant dans afin d’obtenir une
intégrale du type f_+11 f(z)dz. Commencons par effectuer le changement de variables
v = tan §. Les bornes que nous obtenons sont 0 et 1. Cependant I'intégrant est
invariant pour le changement de signe v — —wv, et donc, l'intégrale vaudra la méme
chose qu’elle soit calculée entre 0 et 1 ou -1 et 0. Elle sera donc équivalente a

/1 1— 2 2(lz+1) % 2(ly+1) sz+1/2,lz+1/2 2(1 — 112)2 .
o\ L+ 1+ 02 " L+ o2
plize) L’ 2
Vit Lrv2/ | ply+1/2,0:+1/2 2( 22 —1 dv (4.5)
j N n 1+ 02 1+ v?

En général, cette intégrale ne peut se calculer analytiquement, sauf pour certains
potentiels (comme le potentiel harmonique par exemple, voir [13]). Nous allons uti-
liser une forme de quadrature de Gauss impliquant des polynomes de Legendre pour
la calculer numériquement :

N |+

+

-1

fla)de =3 wif (@) + Ry (4.6)

ou les x; sont les racines du polynome de Legendre de degré n, P,(x) (voir annexe
[B), et ol les w; et R,, sont donnés par (voir [I7]) :

9
w; = ) 4.7
(1) (Bye) o

= (n))! (2n) avec  —
R, = 2n i) ((2n>!)3f €3 1<¢<1 (4.8)

Le calcul des éléments de matrice Wi, g (p) se composera du calcul de trois
intégrales. La premiere se calculera directement par la méthode proposée ci-dessus,
et les deux autres se rameneront a une combinaison linéaire d’intégrales de ce type.
Chaque intégrale sera donc effectuée par la quadrature de Gauss, avec un grand
nombre de points (compris généralement entre 48 et 128) afin d’avoir une bonne
convergence.
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4.2 Résolution du systeme d’équations couplées

4.2.1 Introduction

Nous devons résoudre le systeme infini d’équations différentielles ordinaires du
second ordre couplées

R (0% Lg(Lrx+1) -
vt [ (o0 = S (8 = Wi )| R )
= Wi ier ()X 5 () (4.9)
,Y/K/

ou la somme porte sur les valeurs de (7', K') différentes de (y, K). Nous allons tron-
quer le systeme d’équations en imposant une limite supérieure K, sur K. Rappelons
que [, et [, doivent étre tels que n = (K — [, —[,)/2 soit un entier positif ou nul.
Par contre, ce systeme devra étre résolu pour chaque valeur de L (0,1, ...) possible.
Nous allons utiliser la méthode des réseaux de Lagrange pour résoudre le systeme.
Nous controlerons également la convergence.

4.2.2 Principe de la méthode des réseaux de Lagrange

La méthode des réseaux de Lagrange consiste a développer la fonction inconnue
sur une base particuliere et a résoudre ensuite une sorte de probleme aux valeurs
propres. Le type de base envisagée étant crucial, nous allons commencer par décrire
ses propriétés.

Soit un ensemble de réels u; positifs ou nuls avec i = 1,2,...,n, appelé réseau
de Lagrange, et un ensemble de fonctions infiniment dérivables f;(u) possédant la
propriété de Lagrange

filuy) = 226, (4.10)
Cela signifie que chaque fonction f;(u) s’annule en tout point, a I'exception de wu;.

Les constantes \; apparaissant dans I’équation sont les poids intervenant dans
I'approximation par quadrature de Gauss associée au réseau (voir [17])

/OOO g(u)du = > Ag(u) (4.11)

Remarquons que nous avons choisi l'intervalle [0, co[ pour définir le réseau car p varie
sur cet intervalle, mais il existe des réseaux de Lagrange développés sur d’autres
intervalles. De plus, si g(u) est le produit d'une exponentielle négative e™* et d’un
polynome de degré 2n — 1, on impose 'exactitude de la quadrature de Gauss. Cette
condition, ainsi que définissent les parametres \;, le réseau de points a utiliser
et les fonctions f;(u).
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Sur l'intervalle [0, c0[, un réseau pratique est celui défini par les racines du po-
lynome de Laguerre de degré n, L,(u) (voir annexe B]). Nous choisirons des fonctions
de type

, L, u
i) = (-2 el o (112)
Il s’agit de la base de Lagrange-Laguerre; les poids \; sont donnés par

Ai (4.13)

il L (ug)]?
Les fonctions f; sont orthogonales. Pour le démontrer, nous utilisons le fait que
la quadrature de Gauss est exacte pour f;f; vu que nous avons la le produit d’une

exponentielle négative et d’un polynome de degré 2(n — 1) inférieur au degré limite
2n — 1, et la propriété de Lagrange :

| wstwde = N felu)
0 k
= Y A28 o,
k
= > PaaN 2o,
k
= ) dubin (4.14)
k
Et nous avons donc finalement, en simplifiant la somme,

/000 fi(w) fir(u)du = oy (4.15)

Calculons de la méme maniere les éléments de matrice d’un opérateur quelconque
A(u) -

A OR IO P ACAVICATIS

Pour une dérivée seconde —7- (liée a I'énergie cinétique), nous avons

/0 "R () o = — 3 ) )

= AT () (4.17)

(3 (3

car la quadrature de Gauss est exacte dans ce cas-ci (la dérivée seconde de f;(u)
est proportionnelle au produit d’un polynome de degré n — 1 et d'une exponentielle
négative, d’apres 1’équation [4.12]).
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4.2.3 Choix d’une base pour la méthode des réseaux de La-
grange

La méthode décrite dans cette section est expliquée dans l'article [I1] et le Tra-
vail de Fin d’Etudes [I3]. Les fonctions décrites en ne sont pas correctes pour
développer les fonctions radiales hypersphériques car elles ne satisfont pas leur com-
portement a l'origine. Nous allons les régulariser en les multipliant par une puissance
de u afin que les nouvelles fonctions se comportent en p+5/2 (voir . Soit ﬁ(u)

les fonctions régularisées :
m
A u
= (£) st (4.18)
U;
Remarquons que le dénominateur en u]" nous permet de conserver la propriété de
Lagrange pour ces fonctions. Le réseau de Lagrange est toujours défini par les racines
de L,(u). Il nous reste a déterminer cette puissance m. Nous allons nous baser sur

les considérations suivantes :

e Nous avons vu en que le comportement & origine est en p*5/2. Ce n’est
pas représentable en un nombre fini de puissances entieres de p. Le facteur mul-
tiplicatif devra donc contenir une puissance demi-entiere de u, et de préférence
la plus proche possible de 5/2.

e La résolution du systéme d’équations implique de calculer des éléments de
matrices en 1/ p*. Nous voulons que la relation m pour A = u~2 reste exacte.
C’est le cas pour m < 3/2.

Nous allons donc choisir m = 3/2. On aura alors :

R B2 Lo (u
filu) = (o ) -

U; U — Uy

NI

(4.19)

Remarquons que par ce choix, la propriété de Lagrange [4.10| est toujours vérifiée,
mais les relations [4.15] et [£.17] ne sont plus qu’approchées. En effet, pour 1'équation

4. 10| :
a2n+ 1+ u; +uy

Ui WUy

/fz fo(w)du = & + (=)'~ (4.20)

Pour I'équation u, nous allons introduire la matrice d’énergie cinétique (liée a
l'opérateur de dérivée seconde, par sa définition) :

T = Amﬂm( ) detwan

i 2n+1 —u; — uy

= T3+ (=) 421
ol Tg = —)\3 /2 f{// (u;) s’exprime, apres calculs, et pour tout m :
TG — —12m2+24m—8+(4n+2)u; —u?
e 122
76— i1y @m—3)uy—@m—1)u, (4.22)
i (_) u;n71/2 (wi—u;)?
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Dans le cas ot m vaut 3/2, on obtient donc :

TG 1+ (Un42—ui)u,
i - u?
{ TG — (_)13 fy (4.23)

i’

(ui—uyr)?

4.2.4 Résolution

Considérons le développement de la fonction radiale XZ{}T( sur les fonctions
régularisées :

XJie = h7 2N CR filp/ ) (4.24)
=1

ou n est le nombre de fonctions de Lagrange, et h un parametre qui doit étre optimisé
en fonction de la physique du probleme. Il apporte un degré de liberté supplémentaire,
et permet de déplacer les racines des fonctions de Lagrange (qui sont égales aux
racines des polynomes de Laguerre, les u;), afin qu’elles se trouvent dans le domaine
ou les fonctions radiales XAJ;}T{ ne sont pas négligeables. Ses unités sont les mémes que
celles de p, & savoir [LM'/?]. Introduisons cela dans les équations :

Z (H:y]l?i,’y’K’i’ - E577’5KK’5ii’) C'Ly];;{/i’ == 0 (425)
A K4
out HJE, /iy est défini par
. | (K +3/2)(K +5/2)
H’iKi,V’K’i/ = ? |:ﬁ l?; x2 (57;7;/ 677/6KK/ + WK"y’,K’y(xi)(Sii’

(4.26)
avec z; = hu;. La matrice d’énergie cinétique Ty est approchée par T ; ces deux
matrices sont définies en [£.21] et [4.23]

L’équation est une équation aux valeurs propres, dont la valeur propre est
I’énergie E et dont les composantes du vecteur propre sont les coefficients C:YI}QZ-.
Il faut résoudre cette équation afin d’exprimer les fonctions d’onde et les énergies
correspondantes.

Le parametre h se comporte comme le parametre d’'une méthode variationnelle.
Dans la région de validité de l'approximation de Gauss, nous allons utiliser un
théoreme variationnel sur des kets d’essai formés par des combinaisons linéaires des
fonctions de la base de Lagrange. L’énergie solution sera alors le minimum de I’énergie
obtenue avec h variant. Remarquons que si I'on choisit un nombre de fonctions de
base suffisamment élevé, I’énergie sera peu sensible aux variations de h.

Le nombre K,; apporte une contrainte sur le nombre minimum de vecteurs de la
base de Lagrange. En effet, vu que les fonctions d’onde radiales Xﬁ( ont un compor-
tement en p*°/2 il faut avoir des polynomes dont I'ordre va jusqu’a K + 5/2. Or

l'ordre du polynéme le plus élevé est n + 1/2. Donc, nous avons n > Ky + 2.
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4.2.5 Controle de la précision sur les coefficients Csz
convergence

La norme de la fonction d’onde totale vaut 1, puisqu’elle n’est pas modifiée par
I'équation de Schrodinger. Le développement des fonctions d’onde [3.43] la normali-
sation des harmoniques hypersphériques [3.33] et la définition de I’élément de volume
hypersphérique conduisent &

> IR =1 (4.27)

K

En développant cela dans la base de Lagrange, nous obtenons

> ICT? (4.28)

vK1i

Ces coefficients représentent les contributions des différentes fonctions radiales hy-
persphériques a la fonction d’onde totale.

Nous avons vu en[3.12 que le rayon en moyenne quadratique était lié a I'hyperrayon.
Calculons (p?). Cet élément de matrice se sépare en une partie angulaire et une partie
radiale. La partie angulaire est facilement résolue par I’orthogonalité des harmoniques
hypersphériques. Il reste :

(0% =Y ORI IR = > 1T (hay)? (4.29)

K vKi

Nous pouvons en déduire immédiatement le rayon en moyenne quadratique du
niveau considéré grace a cette équation [3.12

La méthode décrite précédemment converge avec un petit nombre de fonctions
dans la base, mais nécessite un grand nombre de calculs en raison des éléments
de matrices Hj}gm, - Oa taille vaut le produit entre le nombre d’équations et le
nombre de fonctions de base. Il faudra donc une grande quantité d’espace mémoire
pour stocker les données. Heureusement, la convergence est déja assurée pour une
vingtaine de fonctions de base. Pour plus de précision, nous utiliserons des bases

comportant environ 100 fonctions.

4.3 'Transitions électriques
En utilisant la technique des réseaux de Lagrange, nous pouvons calculer I'intégrale

radiale apparaissant dans les éléments de matrice M, et M, (voir [3.58)). Les
développements et expressions complétes se trouvent en annexe [E]
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Chapitre 5

Interactions

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons différentes interactions :
- Les interactions NN et AN. Elles ne sont pas utilisées dans ce travail mais
nous permettent de mettre en évidence des différences entre le A et le nucléon.
- Les interactions entre une particule « et un nucléon, un A ou une autre particule
a. Elles nous serviront tout au long de notre étude.
- L’interaction entre deux particules A.

5.2 L’interaction NN

L’interaction nucléon-nucléon n’est pas parfaitement connue, mais les propriétés
d’invariance qu’elle possede nous donnent un grand nombre d’informations sur sa
forme. Nous savons que l'interaction NN :

- est une observable physique, c¢’est-a-dire qu’elle est hermitique, et symétrique
vis-a-vis de ’échange de deux nucléons.

- est invariante par translation, transformation propre de Galilée, et rotation.

- est avec une tres bonne approximation, invariante par parité, renversement du
temps et indépendante de charge.

En négligeant tout effet a plus de 2 corps, nous concluons que dans l'espace des
positions, des spins et des isospins, elle ne peut dépendre que des coordonnées re-
latives r = r; — ry, de I'impulsion relative p = %(pl — Pp2), des spins s;, sy et des
isospins t, to des deux nucléons. Il n’est pas nécessaire d’introduire des puissances
des opérateurs d’isospin dans l'interaction (voir [16]). De la fagon la plus générale
possible, l'interaction s’écrira donc sous la forme

Vi (r) Vo(r) + Vo (r)sy - s+ Vo (1) t1 - to + Voo (r) (s1 - 82) (1 - t2)
Vis(r)L-S + Vig (r)(L-S) (t1 - t2)
Vr(r)Siz + Vrr(r)Sia t1 - to

( (5.1)
Vo(r)Qiz2 + Vo (1)Q12 t1 - to

+

33



avec

L.S — %(11+12).<s1+52>
Sia = 4 <%(s1 ‘r)(sg-r) — 8 'SQ) (5.2)

Qiz = 2[(s1-L)(s2- L)+ (s2- L) (s - L)]
Nous interprétons les différents termes de comme ceci :

- Les 4 premiers termes correspondent a la partie centrale du potentiel, a laquelle
on a ajouté la dépendance en spins. Cette partie commute avec L, S et J
(J=L+8).

- Les 2 termes suivants traduisent la correction du potentiel en raison de l'inter-
action spin-orbite. Ils commutent avec J, et conduisent a des potentiels distincts
pour différentes valeurs de J, & L et S constants (par exemple trois états 3P;
avec J = 0,1,2). Dans le cas d’un systeme de deux nucléons, cette partie du
potentiel commute avec L? et S? également, mais si le systéme comporte plus
de deux nucléons, cette propriété n’est plus valable.

- Les 2 termes suivants correspondent aux termes tensoriels, dépendant de
I'opérateur tensoriel Sio. Ils couplent des valeurs de L différant de deux unités
lorsque le spin vaut 1, et expliquent entre autre 1’état fondamental du deuton
(qui est un mélange d’états S et D). Dans le cas d'un systeme de 2 nucléons,
ils commutent avec S? et J2, sinon, uniquement avec J2.

- Les 2 derniers termes correspondent & une correction du 2°™¢ ordre, et sont
souvent négligés. Ils commutent avec J? dans le cas général, et pour un systéme
de 2 nucléons, avec L? et S? également.

- Remarquons que tous les termes sont doublés : ils apparaissent une premiere
fois sans opérateur d’isospin et une deuxieme fois multipliés par le produit t; -t
(ce qui satisfait I'indépendance de charge).

En ajustant les différents parametres, nous arrivons aux différents potentiels
réalistes comme le potentiel de Bonn, de Paris, du Minnesota,... Ces potentiels
tendent tous asymptotiquement vers le potentiel OPEP (one pion exchange poten-
tial). Ce potentiel est lié au fait que l'interaction nucléaire forte peut étre expliquée
comme ’échange d’un pion virtuel entre deux nucléons (voir [18]).

5.3 L’interaction AN

5.3.1 Description générale

Nous ne pouvons modéliser le potentiel AN sous une forme OPEP, en raison de
la conservation du nombre quantique d’isospin. En effet, le nucléon a un isospin
I =1/2,1e A unisospin I = 0, et le pion un isospin I = 1. Les relations triangulaires
entre les isospins ne sont donc pas vérifiées, ce qui implique I'impossibilité pour ces
deux baryons d’échanger un pion. Par contre, nous pourrions utiliser une interaction
basée sur I’échange de deux pions.
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Pour un hypéron libre, I'interaction peut étre mesurée directement, mais des diffi-
cultés furent rencontrées en raison de la faible intensité des faisceaux d’hypérons et
de leur courte durée de vie. Les données expérimentales ne sont pas suffisantes pour
valider un modele convaincant de l'interaction AN (que ce soit un modele basé sur
I’échange de mésons, ou sur la chromodynamique quantique).

Dans les années 90, le groupe de Nijmegen (voir [22]) a développé une série de
potentiels basés sur I’échange d’'un boson (OBEP) en supposant exacte la symétrie
SU(3) (voir annexe [A.2)), et qui modélisent toutes les interactions NN et YN (ol
Y est un hypéron quelconque). Ils ont été la base de nombreux calculs sur la struc-
ture hypernucléaire. La profondeur du potentiel YN est environ 2/3 de fois celle du
potentiel NN (soit environ 30 — 35 MeV).

En se basant sur la forme du potentiel trouvée sur base des calculs du groupe de

Nijmegen et sur les expériences connues, l'interaction AN peut s’écrire sous la forme
(voir [4]) :

V(r) =Vo(r)+ Vs(r)(Sn - Sy) + Vr(r)Siz + Vis(r) (L x ST) 4+ Vs (r) (L x S7) (5.3)

ol Sip est lopérateur tensoriel décrit dans le paragraphe précédent et ST =
%(S ~ £ Sy) sont les combinaisons symétrique et antisymétrique des opérateurs de
spin du nucléon et de I'hypéron. Cette expression dépend de 5 fonctions inconnues.
Les différences majeures avec le potentiel NN sont :
- La présence du terme antisymétrique de spin-orbite (V), qui ne se trouve pas
dans le potentiel NN en raison de 'indépendance de charge (voir [4]).
- La partie isospin, qui n’existe pas pour le potentiel AN. Cela est di au fait
que ’hypéron et le nucléon sont des particules tout a fait distinguables, et le
principe d’exclusion de Pauli ne s’applique donc pas.

Le spin total du diquark u — d étant nul, celui de I'hypéron A sera celui du quark
s. Or les constantes de spin-orbite sont inversement proportionnelles a la masse. Il
découle du modele des quarks constituants que le terme de couplage spin-orbite est
plus petit que le terme central Vy(r). Néanmoins, il ne l'est pas suffisamment pour
étre négligé.

5.3.2 Potentiels de type coeur dur

Les premiers potentiels modélisant I'interaction AN proposés furent de type coeur
dur. Parmi les plus célebres, nous trouvons les potentiels de Herndon et Tang (voir
[19]) ou de Deloff (voir [20]). La forme générale de ces potentiels est

14 P 1-P°

V() = =S (Ulr) + mWilr) + —

(Us(r) + msWi(r)) (5-4)
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avec

' . o0 (7” < TAN) .

Uz<r) - { _UOie—Ai(r—rAN) (7,, > TAN) 1_S7t (55)
' B 00 (r<ran) .

W’L<T) - { —W()Z'e_)\i(r_rAN) (7” > TAN) 1—S7t (56)
pr _ s ;2 +1 (5.7)

ou P7 est I'opérateur d’échange des spins s; et sy des deux particules. Vi (r) est donc
le potentiel dans 'état triplet (S = 1) et Vi(r) dans 'état singulet (S = 0). Les
termes en W;(r) n’apparaissent que dans les potentiels de Deloff, et permettent de
faire la différence entre le type de nucléon (réle de la matrice de Pauli 73). L’allure
du potentiel est semblable, quel que soit le spin total, le type de nucléon, ou le type

de potentiel (voir figure [5.1).

Allure des potentiels

0 e
-10 =

' |
[ B L
[ R
T=

V(r) (MeV)
o &
.

| 1
-l o
[ R

|
[un]
[

0,0 0.5 1.0 1.8 2.0
r (fm)

Deloff ———-HT

Fi1G. 5.1 — Allure du potentiel AN de Herndon et Tang de type I-D, pour I’état
triplet, et du potentiel A proton de Deloff de type X, pour I’état singulet.

Les déphasages sont tres semblables également, mais nous en rencontrons cepen-
dant deux types (voir ﬁgure. Les courbes sont similaires a celles calculées a partir
des potentiels réalistes pour les 2 états de spin (voir paragraphe [5.3.3] et figure ,
mais les états de spin ne correspondent pas forcément.

Malheureusement, bien que ces potentiels n’étaient pas en contradiction avec
les données expérimentales de 1’époque (années 70-80), ils ne permettaient pas de
conclure a propos de leur validité ou non. Par rapport aux données expérimentales
actuelles, ces potentiels ne sont plus du tout valables. Les différences proviennent par
exemple de possibles termes non centraux non pris en compte.
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Déphasages
210
180 4
o 150 e
S 120 bl P — -
p i
5 4D
o
A ED
30 r,ff_——__ﬁ_————— —
D T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 6D 70 80
E (MeV)
—— HT = ——-Deloff

F1G. 5.2 — Déphasages en fonction de I’énergie pour le potentiel AN de Herndon et
Tang de type I-C pour I'état singulet, et pour le potentiel A neutron de Deloff de
type Y pour I’état triplet.

5.3.3 Potentiels réalistes
Potentiels de Hiyama, Kamimura, Motoba, Yamada, et Yamamoto

Il s’agit de potentiels non locaux, mais qui cadrent beaucoup mieux avec
I’expérience que ceux de type coeur dur. Etant donné que nous limitons notre travail
a des potentiels locaux, nous nous contenterons de donner un apergu général de ces
potentiels, en indiquant les références utiles pour trouver de plus amples informa-
tions. Ces potentiels comprennent un terme central, un terme de couplage spin-orbite,
et également un terme modélisant une force a trois corps dans le cas ou les systemes
comprennent plus de 2 corps (voir [21]).

Le terme central vient des résultats du groupe de Nijmegen, basé sur I’échange
d’un boson (voir [22]). Les termes antisymétrique et symétrique de spin-orbite sont
représentés par une somme de deux gaussiennes et le terme de force a 3 corps comme
une différence de 2 gaussiennes (voir [21]).

Potentiel de Sparenberg-Baye

Ce potentiel est basé sur les résultats obtenus pour un modele de quarks par le
groupe de Fujiwara (Japon) et a été reconstruit a partir de calculs de déphasages
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(voir [23]). 11 s’écrit sous la forme :

1—P°

V(r) = [~128exp (—0,8908r%) + 1015 exp (—5, 38317)]
1+ P°

+ [-56,3Lexp (—0,7517r*) + 1072 exp (—13, 74r7)] (5.8)

Les déphasages et potentiels sont donnés par les figures [5.3| et [5.4] :

Allure du potentiel

100 .
&
50 L

3
=
5 0
-50
0.0 25

r (fm)

|—S:O————S:1‘

Fi1G. 5.3 — Allure du potentiel SB pour les états triplet et singulet.

Déphasages
200
=
- 150
)
-]
P 100
S | ..
g O
0 T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,56 2,0 25 3,0
E (MeV)
|—S:O S \

F1Gc. 5.4 — Déphasages pour le potentiel SB en fonction de I’énergie, pour les états
triplet et singulet.
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5.4 Interactions a/N et aa

5.4.1 Potentiel aN
Nous choisirons un potentiel dépendant du nombre quantique L pour décrire I'in-

teraction d'un systeme composé d’une particule a et d'un nucléon (voir [24]) :

Vi(r) = 4 Ve &xp (—meyr?) + 2(LS)Vigy exp (—rjiyr”) - (L pair) (5.9)
o Ve exp (—ngyr®) + 2(LS)Vigp exp (—jpr®) - (L impair) '

ou o est le vecteur dont les composantes sont les trois matrices de Pauli. Les différents

termes sont donnés par
Vi(r) = Viexp (—mpr?) (5.10)

avec comme valeurs pour les coefficients :

’ H Vei (MeV) ‘ Nei (fm_l) ‘ Vai (MeV) ‘ Nsti (fm_l) ‘
1=1 -66,580 0,6203 -12,169 0,8032
1=2 -46,303 0,4321 -15,931 0,6282

Nous utiliserons le potentiel ci-dessus pour I’étude du ?Be, qui sera modélisé par
un systeme a — o — n. L’article [24] montre que ce potentiel donne des résultats tres
satisfaisants pour un probléeme a 3 corps comportant deux particules e et un nucléon.
L’allure du potentiel pour des valeurs du moment cinétique total L inférieures a 1
apparait sur la figure [5.5|

Alllure du potentiel

V() (MeV)

-B0 T T T T T T T
0,0 0.8 1.0 15 2.0 2.4 3.0 3.8 4,0

r (fm)
— =0, J=12 ———-L=1, =12 - L=1, J=3/2

FiG. 5.5 — Allure du potentiel aN pour L < 1.
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5.4.2 Description du probleme des états interdits

Calculons les déphasages du potentiel 5.9 en fonction de I'énergie pour les premieres
valeurs de L :

Déphasages

Déphasage (")

E (MeV)

‘—L:O,J:'I;"Q————L:‘I,JZ‘I;’Z ------- L=1, J=3/2

F1G. 5.6 — Déphasages en fonction de 1’énergie du potentiel a/N pour L < 1.

Rappelons le théoreme de Levinson : st N; est le nombre d’états liés pour une onde

partielle [, alors
51(0) - 51(00) = Nlﬂ' (511)

ou les déphasages sont exprimés en radians. En extrapolant la courbe de la figure
5.6| pour 'onde L = 0, on voit qu’il devrait exister un état lié o —n. Or cet état n’est
pas observé expérimentalement.

L’explication vient du fait que les calculs effectués ne tiennent pas compte de la
structure interne de la particule a. D'un point de vue microscopique, nous avons
un systeme de trois neutrons et de deux protons. D’apres le modele en couche et le
principe de Pauli, le troisieme neutron ne peut se trouver dans une couche de moment
cinétique nul : la premiére couche (n,lj = 0s1/2) est remplie par deux neutrons et
le troisieme se trouve alors dans la couche n,.lj = 0p3/2. Ainsi, la valeur du moment
cinétique orbital total n’est pas nulle et 1’état 1ié L = 0 déterminé par calcul n’est
pas physique. Cet état fictif est appelé état interdit.

I1 va falloir éliminer de tels états lors du traitement de I’équation de Schrodinger par
la méthode décrite dans les chapitres précédents. Nous avons une relation importante
entre le nombre d’états interdits n; et le moment cinétique orbital total L :

2n; + L = cste (5.12)
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Cette relation nous assure qu’il n’y a pas d’état interdit pour les autres valeurs de
L dans le cas du potentiel décrit par ’équation [5.9] vu que la constante vaut 2 dans
notre cas.

Nous pouvons nous affranchir de ce probléeme en annulant le potentiel lorsque les
valeurs de [, sont telles qu’elles font apparaitre I’état interdit. De cette maniere,
le probleme des états interdits n’est pas réellement traité mais plutot contourné.
Cependant, les résultats apportés par cette méthode sont plus que satisfaisants (voir
les Travaux de Fin d’Etudes [I3] et [14] par exemple). Dans notre travail, nous
traiterons le probleme en modifiant le potentiel d’apres I'une des deux méthodes que
nous allons décrire ci-dessous.

5.4.3 Traitement des états interdits : méthode des projec-
teurs

Description de la méthode

Comme expliqué dans le Travail de Fin d’Etudes [14] et dans l'article [I1], cette
méthode consiste a ajouter un terme correctif au potentiel qui permet de rejeter les
états interdits suffisamment loin dans le spectre continu. Ainsi, ils n’influencent plus
le calcul. Ce terme correctif s’exprime sous la forme d’une somme de projecteurs
sur les états interdits. Dans la suite, ces états sont dénommés |¢¢(x)), et ont une
énergie Fy, avec f parcourant I'ensemble des états interdits a 2 corps associés au
potentiel considéré. Remarquons qu’ils ne dépendent que de la coordonnée de Jacobi
X. Placons-nous dans le cadre d’un probleme a 3 corps ou chaque potentiel présente
un ou plusieurs état(s) interdit(s). Le potentiel entre les particules i et j corrigé
s’écrit :

Vig = Vig £ A [0(x)) (1 (x)| (5.13)
f

ol \ est une constante positive (qui a les dimensions d’une énergie), choisie beaucoup
plus grande que les énergies caractéristiques du systeme (généralement, \ est de
lordre de 10° & 10 MeV). Comme dit ci-dessus, toute fonction d’onde contenant
I'état interdit se voit rejetée tres loin dans le spectre continu. En effet, soit [i(x))
une telle fonction d’onde, contenant ’état interdit f’, et qui peut se réécrire sous la
forme

V(X)) = [¢o(x)) + clibp (x)) (5.14)

Nous pouvons calculer, pour cet état interdit f’, en appelant V' la somme sur 7 et j
des potentiels a 2 corps et V' la somme des potentiels corrigés :

(T + V) (%)) = (T + V) oy (x +>‘2wa ()¢ (x)) (5.15)

ou l'indice f parcourt cette fois les états interdits de tous les potentiels a 2 corps.
En supposant que chaque état interdit n’apparaisse que dans un seul potentiel, on
trouve finalement

(T + V) (x)) = (Ep + A) [y (x)) (5.16)
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Ainsi, I'énergie de 'état [¢(x)) défini en a augmenté d’une énergie A et cet état
se trouve donc rejeté loin dans le spectre continu. Si 'état |¢p(x)) apparait dans
plusieurs potentiels, I’énergie ajoutée n’en sera que plus grande. Cela ne change donc
rien. Par contre, un état |¢)(x)) ne contenant pas d’état interdit ne sera pas influencé
par les corrections, vu qu'il est orthogonal a chaque état |¢f(x)).

Résolution numérique

Supposons dans un premier temps que seul 'un des trois potentiels contienne un
état interdit, et qu’il n’en contienne qu’'un seul. Introduisons le projecteur

P=>"P; (5.17)

slj

avec

Z [ (@) Y™ (Q0)) (0 () Y™ ()| (5.18)

ott Y%7 (x) est la partie radiale de I'état interdit, et les fonctions angulaires Y™ ((Q,)
sont définies par

YEm(Q,) = [Yi(Q) @ X" (5.19)

x?® étant un spineur de spin s.

Nous allons décomposer la partie radiale sur une nouvelle base de fonctions de
Lagrange g;(x/hs) de sorte qu’elle s’écrive

Na

W (x) = by DI il /) (5.20)

k=1

ou N, est le nombre de fonctions de base et hs le facteur d’échelle adapté au probleme
a 2 corps. Dans ce cas-ci, 'indice m de I’équation 4.18| vaut 1. Nous aurons donc deux
réseaux de Lagrange différents : un pour le probleme a trois corps et un pour éliminer
les états interdits a deux corps.

Dans le cas ou plusieurs états interdits sont a traiter, les formules ci-dessus restent
correctes, a condition de rajouter un indice f dans les sommations et fonctions d’onde.
Remarquons que puisque le projecteur P; est multiplié par une constante \ élevée,
nous pouvons voir s’amplifier les imprécisions numériques. Ainsi, il faudra connaitre
trés précisément les fonctions radiales ¢!/ (z).

Calcul des éléments de matrice du projecteur

Dans la base du réseau de Lagrange lié a la résolution du probleme a trois corps,
la fonction d’onde s’écrira comme une somme sur ¢ de terme de la forme

SIET(x,y) = VIR () filp/h) (5.21)

ou 7 est la parité de 'onde partielle &)i%”(x, y) et est définie au paragraphe |3.5.4]
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_On a donc a calculer les éléments de matrice du projecteur dans la base des
P77 (x,y), qui sont & rajouter dans le systeme d’équations . La fonction d’onde
a 3 corps est donnée dans le mode de couplage [(l.l,)L(szs,)S]J ou s, et s,
sont les spins des deux particules considérées, et celle du projecteur dans le mode
([lx(5254)S]ly)J. 11 nous faut donc effectuer un changement de base afin de calculer

les éléments de matrice du projecteur. On obtient (voir [I1])

(@I, ) @Y™ Q,)) = bu, Yy (jmjy(M —m)[JM)

Jy
x W(l,s,jly, Sy, jy, L, S, J)
% Ylysyjymy(Qy)gpg%i,j(y) (522)
avec
W(l,5,J, by 5y Jys LS, J) = [(250 + 1)(2j, + 1)(2L + 1)(2S + 1)]'/?
X ly sy Jy
L S J

00 le+2,,1 2 2
Jn _ pflely ey ly+1/20+1/2 (Y
ki) = N /0 (22 + y2)(atly)/2 B x? 4 y?

< f <—M> O () d (5.23)

h

La derniere égalité peut se calculer par l'approximation de Gauss apres
développement sur une base de Lagrange (le deuxiéme réseau mentionné dans le
paragraphe précédent) :

J loly 3 1/2 a 1/2 lsj xﬁgﬁzyly L 11/2.041/9 xz _ y2
907;—(173<y) - N[(z yhg Z)\Qk D J Py"r /2,lz+1/ < )
k=1

RE RS e

fi (—W) (5.24)

X

h

avec xj, = houy, uj, étant le k™€ point du réseau de Lagrange. L’élément de matrice
du projecteur s’écrit finalement :

M = (@7 (x,y)| Pyl 7% (x,y))
= 5ll16ll;51yl@ Z W(la 87.j7 ly7 Sya.jy7 Lla Sl? J)W<l7 S, .ja ly7 Syv.jy7 L7 S7 J)
Jy
X /0 y2gpi}r(i,j(y)@i’ﬁl(’i’,j(y>dy (5.25)

L’intégrale sur y sera évaluée par la méthode des trapezes.
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5.4.4 Traitement des états interdits : méthode super-
symétrique

Cette méthode consiste a remplacer les potentiels V;;(x) décrivant l'interaction
entre 2 des 3 corps par leurs partenaires supersymétriques. Les potentiels partenaires
supersymétriques dont nous parlons sont équivalents aux potentiels de départ pour
ce qui est des niveaux d’énergie, des déphasages, et des sections efficaces de diffusion,
mis a part le fait qu’ils ne contiennent pas les états interdits, dont le role est simulé
par un coeur répulsif a courte portée.

L’équation de Schrédinger radiale pour une onde partielle I (nous sous-entendrons
I'indice [ dans la suite de ce paragraphe) s’écrit

2

Hyo = (—% + Vo) o = Ebg (5.26)

ol Yy est le produit entre r et la fonction d’onde radiale et ot E est I’énergie dans le
repere du centre de masse. Les unités sont choisies de sorte que le rapport A2 /2m soit
égal a I'unité. Le terme potentiel inclut les termes nucléaire, coulombien et centrifuge.
Cet hamiltonien peut se factoriser sous la forme (voir [25])

Hy= A A; + & (5.27)
olt & est Dénergie de factorisation, et ol les opérateurs Al et Ay sont définis par
- d  d(In(¢o(&))
A=A = —— 4 ~—— 22 5.28
0 = (4g) dr + dr ( )

ou y(&) est une solution de d’énergie &. On appelle partenaire super-
symétrique de Hy 'hamiltonien H; défini par

Hy = Aj AT + & (5.29)

Ces deux hamiltoniens correspondent presqu’au méme spectre d’énergie. En effet, la
comparaison entre et montre qu’on a la relation

U1(E) = (B — &) 2 Ay o (E) (5.30)

ce qui signifie que chaque fonction propre de Hy correspond a une fonction propre de
H, de méme valeur propre, mis a part celles ou A, 1o(E) est nul. Remarquons que
cette équation n’est pas valable si ' = &, = Eéo) (cela se déduit de I’équation .
Nous allons choisir & = E(()O), I’énergie du fondamental de Hj. Ce choix rend les deux
spectres semblables, mis a part le premier niveau de Hy qui n’a pas d’équivalent dans
H,. On définit ensuite le potentiel partenaire supersymétrique de Vj, appelé V; et tel
que H; s’écrit

H, = _W+‘/1 (5.31)
Et donc,
d*(In(to(E))

dr?

Vi=V,—2 (5.32)
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Cependant, les déphasages entre les deux potentiels sont différents. Pour remédier a
ce probleme, nous allons appliquer une transformation supersymétrique au potentiel
V1. Nous obtenons un hamiltonien Hy. L’énergie de factorisation choisie dans ce cas-ci
est toujours le fondamental de Hy, et les spectres de H, et H; sont identiques.

Ainsi, en appliquant la transformation

2 "
Vo=V -2 {m ( / |wo<Eé“>>r2dr)} (5.33)

nous obtenons un nouveau potentiel allant amener au méme spectre d’énergie et aux
mémes déphasages que le potentiel de départ, mis a part le fondamental. Or si le
premier niveau de ’hamiltonien est un état interdit, celui-ci est maintenant éliminé
du spectre.

5.4.5 Interaction aa : potentiel BFW

Dans notre travail, nous allons utiliser plusieurs potentiels décrivant l'interac-
tion entre deux particules a. L'un d’eux est le potentiel BEFW. Il a été proposé en
1977 par B. Buck, H. Friedrich et C. Wheatley et permet de reproduire les données
expérimentales de la diffusion aer sans considérer la structure interne des deux par-
ticules. Depuis, il a été montré que de nombreuses autres propriétés (résonances
diverses, niveaux rotationnels,...) sont prédites avec une bonne précision en utilisant
un systeme de particules a dont I'interaction entre deux d’entre elles est décrite par
ce potentiel-la, plutét qu'un systéme de neutrons et protons (voir [20]).

Le potentiel s’écrit sous la forme

f
V(r)=—Vyexp (—ar®) + 4%62 (5.34)
avec
Vi = 122,6225 MeV
a = 0,22 fm™? (5.35)

g = 0,75 fm™"

Les valeurs des parametres ont été ajustées afin que la résonance du 8Be & 92, 1240, 05
keV soit reproduite et que le saut du déphasage de 'onde partielle . = 2 se passe
vers 3 MeV. Le potentiel est nul pour les valeurs impaires de L, étant donné que la
particule « est un boson, et que la fonction d’onde de 2 bosons identiques doit
étre symétrique (une valeur de L impaire entrainerait une fonction d’onde anti-
symétrique).

Le premier terme vient de la diffusion entre 2 particules « alors que le deuxieme
est purement coulombien. Nous pouvons voir 'allure du potentiel sur la figure[5.7 et
les déphasages sur la figure 5.8
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Alllure du potentiel
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Fic. 5.7 — Allure du potentiel BFW pour différentes ondes partielles.
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Fic. 5.8 — Déphasages en fonction de 1'énergie du potentiel BEFW pour différentes
ondes partielles.

Le déphasage de 'onde L = 0 commence en fait a 360°. Mais il y a un saut d’environ
180" vers le haut a 92 keV, qui ne se voit pas sur la figure en raison de 1’échelle
en énergie qui n’est pas assez fine. Les données expérimentales nous indiquent qu’il
n'y a pas d’état lié du ®Be, quelle que soit la valeur de L. D’apres le théoréeme de
Levinson [5.11] nous concluons qu'’il y aura deux états interdits pour 'onde L = 0 et
un état interdit pour 'onde L = 2. La constante apparaissant dans la relation [5.12]
vaut donc 4.
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5.4.6 Interaction a« : potentiel d’Ali-Bodmer

Le deuxieme potentiel modélisant l'interaction aar que nous allons utiliser a été
proposé par S. Ali et A.R. Bodmer en 1966. Il vient de données expérimentales de
diffusion aa et d’études théoriques de cette interaction. La facon dont les différents
parametres ont été calculés est détaillée dans I'article [27]. Ce potentiel dépend des
valeurs de L. Il s’écrit

V(r) = Viexp (—pr?) — Voexp (—par?) + 4%& (5.36)

avec

| | Ve (MeV) | pr (fn™") [ Vo (MeV) |t (fn™!) [ 8 () |

L=0 500 0,7 -130 0,475 0,6
L=2 320 0,7 -130 0,475 0,6
L>4 0 0 -130 0,475 0,6

Ce potentiel comporte un terme répulsif qui est completement masqué par le terme
centrifuge du potentiel effectif pour L > 4. Le deuxieme terme est un terme attractif,
indépendant de L. Finalement, le dernier terme est I'interaction coulombienne. Pour
les mémes raisons que pour le potentiel BEFW, ce potentiel est nul pour les valeurs
impaires de L. Nous pouvons observer la forme de ce potentiel a la figure

Alllure du potentiel
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F1G. 5.9 — Allure du potentiel d’Ali-Bodmer pour différentes ondes partielles.

Tout comme pour le potentiel BEW | le déphasage pour 'onde L = 0 démarre en 0,
et fait un saut de 180" a 92 keV. Cela ne se remarque pas sur la figure en raison du pas
en énergie (voir figure [5.10). D’apres le théoréme de Levinson [5.11] nous concluons
que ce potentiel ne présente aucun état interdit.
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Déphasages
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Fi1c. 5.10 — Déphasages en fonction de I'énergie du potentiel d’Ali-Bodmer pour
différentes ondes partielles.

5.5 L’interaction a/A

5.5.1 Généralités

Avant les années 80, 'interaction aA était modélisée par des potentiels dit conven-
tionnels, comprenant une seule gaussienne. A partir des années 80, des informa-
tions tres précises concernant les désintégrations mésoniques d’hypernoyaux dont les
nombres de masses étaient A = 4 et A =5 commencerent a étre disponibles, et des
potentiels plus réalistes purent étre proposés. Nous allons comparer ces deux types
de potentiels : le potentiel SG (pour single-range Gaussian form) et le potentiel Isle
(un potentiel réaliste). Des informations plus précises concernant ces deux potentiels
peuvent étre trouvées dans 'article [28] et dans les sections suivantes.

5.5.2 Potentiel SG

Il s’agit d’un potentiel conventionnel. Il a la forme d’une gaussienne unique et

s’écrit ,
-
— 43,92exp | — [ —— .
V(r) 3,92 exp [ (1,566) ] (5.37)

Les différents parametres du potentiel sont ajustés de fagon a reproduire I’énergie de
liaison de I’hypernoyau 3 He. L’allure du potentiel se trouve sur la figure (terme
centrifuge inclus).

Les déphasages de la figure [5.12] et le théoréme de Levinson (équation [5.11)) nous
indiquent I'existence d’un état lié¢ pour 'onde L = 0. Il s’agit du 3 He, qui est observé
expérimentalement. Il n’y a donc pas d’état interdit pour ce potentiel.
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Allure du potentiel
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Fi1G. 5.11 — Allure du potentiel SG pour différentes ondes partielles.
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Fi1c. 5.12 — Déphasages en fonction de 1’énergie du potentiel SG pour différentes
ondes partielles.

5.5.3 Potentiel Isle

Ce potentiel a été congu par Kurihara et ses collaborateurs sur base de
désintégrations mésoniques d’hypernoyaux (des informations sont disponibles dans
larticle [28]). Il comporte un terme attractif et un terme répulsif :

V(r) = 450, 4 exp [— <1,T25)2] — 404, 9 exp [— (1’7“41)2] (5.38)
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Allure du potentiel
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Fi1G. 5.13 — Allure du potentiel Isle pour différentes ondes partielles.

Tout comme le potentiel SG, les parametres sont ajustés de facon a reproduire
I’énergie de liaison du 3He. L’allure du potentiel pour différentes ondes partielles,
terme centrifuge inclus est donnée par la figure [5.13] Les déphasages ont la méme
allure que pour le potentiel SG (voir figure [5.12).

5.6 Potentiel AA

5.6.1 Introduction

Nous allons utiliser et comparer deux différents potentiels AA dans I'étude de
I'hypernoyau , fHe. Le premier est le potentiel de Sparenberg-Baye pour I'interaction
AA (potentiel SB), déterminé a partir de calculs venant d’'un modele de quarks, et
le deuxieme est le potentiel de Hiyama, Kamimura, Motoba, Yamada et Yamamoto
déterminé a partir des résultats et études du groupe de Nijmegen.

5.6.2 Potentiel SB

Comme pour le potentiel SB pour 'interaction AN, le potentiel SB pour I'interac-
tion AA est déterminé a partir des résultats obtenus pour un modele de quarks par
le groupe de Fujiwara (Japon) et a été reconstruit a partir de calculs de déphasages
(voir [23]). 11 s’écrit

V(r) = —103,9exp [—1,176r"] + 658, 2 exp [—5, 93617 (5.39)

et présente 'allure de la figure pour les premieres ondes partielles, terme cen-
trifuge inclus.
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Alllure du potentiel

=Y
=
R
.
-
-,
¥

(]
[}

V() (MeV)

o]
=
| ——

_40 T T T T T T T
0,0 0.5 1,0 15 2.0 2,5 3.0 3.5 4,0
r (fm)
‘_ [ = |

Fi1Gg. 5.14 — Allure du potentiel SB pour l'interaction AA pour différentes ondes
partielles.

En étudiant les déphasages des figures (basses énergies) et (hautes
énergies), en utilisant le théoreme de Levinson et les données expérimentales (il n'y a
pas d’état 1ié de deux particules A), nous voyons que ce potentiel ne présente aucun
état interdit.
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F1c. 5.15 — Déphasages aux basses énergies en fonction de 1’énergie du potentiel SB
pour l'interaction AA pour différentes ondes partielles.
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F1G. 5.16 — Déphasages aux hautes énergies en fonction de ’énergie du potentiel SB
pour 'interaction AA pour différentes ondes partielles.

5.6.3 Potentiel de Hiyama, Kamimura, Motoba, Yamada et
Yamamoto

Ce potentiel a été congu a partir des modeles OBE du groupe de Nijmegen. Les
parametres ont été fixés de fagon a reproduire les résultats de I’événement Nagara
(voir article [8] et paragraphe [2.5.4). Ce potentiel tient compte des différents états
de spin possibles des deux A. Plus d’informations se trouvent dans Uarticle [29]. 11

s’écrit :
3

V(r)= Z (v + 4v7sp - sp) exp (—pir?) (5.40)

=1

avec comme valeurs pour les différents parametres :

| [ i=1]i=2]i=3]
wi | 0,555 [ 1,656 | 8,163
v; || -10,67 | -93,51 | 4884
v? [[0,0966 | 16,08 | 915,8

7

L’allure du potentiel pour les premieres ondes partielles peut se voir sur la figure

5.17. En analysant les courbes des déphasages (basses énergies) et (hautes
énergies), nous pouvons observer que ce potentiel ne présente pas d’état interdit,

tout comme le potentiel SB.
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FiG. 5.17 — Allure du potentiel de Hiyama pour l'interaction AA pour différentes

ondes partielles.
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F1G. 5.18 — Déphasages aux basses énergies en fonction de ’énergie du potentiel de

Hiyama pour l'interaction AA pour différentes ondes partielles.
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F1G. 5.19 — Déphasages aux hautes énergies en fonction de I’énergie du potentiel de

Hiyama pour l'interaction AA pour différentes ondes partielles.
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Chapitre 6

Etude du ?\Be

6.1 Description générale de I’étude

Nous allons modéliser 'hypernoyau {Be par le systéme a 3 corps aaA. Nous
résoudrons I’équation de Schrodinger par la méthode des coordonnées hyper-
sphériques, en utilisant les méthodes numériques présentées dans les chapitres
précédents. Nous effectuerons des comparaisons entre 1’hypernoyau $Be et le noyau
9Be (modélisé par un systéme aan), afin de mettre en évidence les différences entre
un neutron et une particule A. Nous comparerons également les différences entre le
1Be et le ®Be; ce dernier n’étant pas stable, cela nous permettra de montrer 1effet
stabilisateur de I’ajout d’un A.

Dans un premier temps, nous analyserons les niveaux d’énergie, et comparerons
les résultats donnés par les différents potentiels décrits dans le chapitre précédent.
Ensuite, nous étudierons les différences au niveau des fonctions d’onde et du rayon
carré moyen. Finalement, nous calculerons différentes grandeurs liées aux opérateurs
de transitions électriques. Dans tous les cas, nous nous bornerons a I’étude des états
liés de I’hypernoyau, a savoir 1’état fondamental et le premier état excité.

6.2 Niveaux d’énergie

Nous avons deux choix possibles pour le potentiel aa : le potentiel BEW (voir [5.34])
et le potentiel d’Ali-Bodmer (voir [5.36)). De méme, nous avons deux possibilités pour

choisir un potentiel aA : le potentiel SG (voir [5.37) ou le potentiel Isle (voir [5.38).
Le choix du zéro des énergies sera le seuil de dissociation en o + o + A.

Le choix de l'interaction aa n’a quasi aucune influence par rapport aux niveaux
d’énergie. Dans la plupart des cas, les valeurs des niveaux d’énergie des deux pre-
miers états du {Be sont environ 1,5 MeV plus basses que les valeurs expérimentales
(le fondamental est a -6,62 MeV, et le premier état excité a -3,54 MeV). Quand
nous utilisons le potentiel SG, avec soit le potentiel d’Ali-Bodmer, soit le potentiel
BFW avec I'élimination des états interdits par la méthode de la supersymétrie, nous
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obtenons des valeurs plus proches de I’expérience. Les similitudes entre ces deux po-
tentiels viennent du fait que le potentiel d’Ali-Bodmer et le potentiel BEW peuvent
étre considérés comme des potentiels partenaires supersymétriques (voir équation
(.32 et article [25]). Le tableau ci-dessous indique les résultats obtenus, en utilisant
des réseaux de Lagrange comprenant 30 points, et un parametre h fixé a 0,40, pour
I'état fondamental (Ep) et le premier état excité (E;) du §Be. La valeur de Ky est
fixée a 26 pour I’état fondamental et a 20 pour le premier état excité. Nous indiquons
également la différence d’énergie entre les deux niveaux.

’ Potentiels, méthode

| Ey (MeV) | By (MeV) | AE (MeV) |

Ali-Bodmer et Isle -8,325 -5,409 2,916
Ali-Bodmer et SG -6,702 -3,964 2,737

BFW et Isle - Méthode supersymétrique -8,411 -5,387 3,024
BFW et SG - Méthode supersymétrique -6,917 -4,038 2,878
BFW et Isle - Méthode des projecteurs -8,716 -5,556 3,161
BEFW et SG - Méthode des projecteurs -8,155 -4,927 3,227
Valeurs expérimentales —6,62 —-3,54 3,08

Ces valeurs sont du méme ordre de grandeur que celles trouvées par une méthode
de calcul différente dans 'article [30]. Une valeur expérimentale connue avec haute
précision est la différence entre ces deux niveaux, qui vaut 3,08 MeV. Dans le ta-
bleau ci-dessus, nous voyons que le potentiel de Isle donne de meilleurs résultats
que le potentiel SG, méme si ce dernier donne des résultats plus proches des valeurs
expérimentales. De plus, les différences entre le potentiel BFW avec élimination des
états interdits par la méthode supersymétrique et le potentiel d’Ali-Bodmer sont
minimes, comme attendu par [25]. Cela se voit plus nettement sur la figure [6.1]

Energie
MW 354
| e L L e TR LN P L R (1 R R
-4 977
S ——
ST 5400 O 3RT T TR
-5.556
e e e e e e ——————
5,62 -6.702
m—— i — 0P
Rl L e e === .
L. R 1 s 5
3 8325 8411 <8133,
—_— R716
Exp. 1 2 3 4 5 &

F1G. 6.1 — Niveaux d’énergie des deux premiers états du 3 Be. 1 - Potentiels d’Ali-
Bodmer et Isle; 2 - Potentiels BEW et Isle - Méthode supersymétrique ; 3 - Potentiels
BFW et Isle - Méthode des projecteurs; 4 - Potentiels d’Ali-Bodmer et SG; 5 -
Potentiels BFW et SG - Méthode supersymétrique; 6 - Potentiels BFW et SG -
Méthode des projecteurs.
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La dépendance des résultats en fonction de la valeur de Kj; est similaire pour
tous les choix de potentiels et de méthodes d’élimination des états interdits. Nous
illustrons la convergence dans le cas du potentiel de Isle associé au potentiel d’Ali-
Bodmer (voir figure . Pour chaque choix de potentiels, nous avons des courbes
de méme forme, mais bien sur décalées sur 1’échelle des énergies. Nous voyons que
nos choix de Kjy; = 26 pour 'état fondamental et Kj,; = 20 pour 'état excité sont
corrects et qu’il ne faut pas monter plus haut dans les valeurs de K.

Convergence des niveaux d'énergie

0
]
-3
=
é .
'”B‘ " m m m ®E =
L“
. A A A A A A A A A
0 ] 10 13 20 25

K_Max

A Etat fondamental m Premier état excite ‘

F1G. 6.2 — Niveaux d’énergie des deux premiers états du 3Be en fonction de Ky,
pour des réseaux de Lagrange a 30 points et une valeur de 0,40 pour le parametre h.

6.3 Fonctions d’onde

6.3.1 Généralités

Dans toute cette section et plus particulierement dans les figures qui vont suivre,
l'axe 744 est la distance (en fm) entre les deux particules a et 'axe 7). est la distance
(en fm) entre le A est le centre de masse des deux . De méme, I'axe r,,. est la distance
(en fm) entre le neutron est le centre de masse des deux « (dans le cas du noyau *Be).
Les fonctions d’onde ont été calculées avec Kj; = 26 pour des calculs concernant le
fondamental et K,; = 20 pour des calculs concernant 1’état excité, avec des réseaux
de Lagrange comportant 30 points, et la valeur du parametre h a été fixée a 0,40.
Nous utiliserons ces valeurs dans tout le chapitre.

6.3.2 Potentiel BFW (traité par la méthode super-
symétrique) et potentiel d’Ali-Bodmer

Le potentiel BFW associé a la méthode supersymétrique et le potentiel d’Ali-
Bodmer donnant des résultats tres proches, nous les étudierons simultanément. En

o7



tracant le carré du module de la fonction d’onde radiale dans les axes définis ci-
dessus, nous pouvons déduire la probabilité de trouver les différentes particules a
une certaine distance les unes des autres. Nous avons multiplié la valeur de cette
probabilité par le carré des deux coordonnées afin d’avoir simplement a intégrer sur
les deux axes pour avoir la norme de la fonction d’onde.

Nous avons remarqué que le choix de l'interaction aeA n’influait que tres peu sur la
fonction d’onde radiale, que I'on choisisse le potentiel SG ou le potentiel Isle. Nous
obtenons la forme suivante :

24
8
2, =
Q S =
: S
LY = 23’ ~ £
=
b
L -
Fac < -
~ Voo
b o

Fic. 6.3 — Carré du module de la fonction d’onde radiale de I’état fondamental du
1Be, avec comme potentiels Isle et BFW. Les distances sont exprimées en fm.

La seule différence se trouve dans la largeur du pic, qui est un peu plus étroit dans le
cas du potentiel SG. Le maximum se trouve au méme endroit dans les deux cas (voir
figure . Nous ne notons aucune différence que 1’'on soit dans I'état fondamental
ou dans 'état excité (les différences au niveau de la fonction d’onde totale viennent
de la partie angulaire, qui n’est pas représentée ici).

Comparons avec la fonction d’onde de 1'état fondamental du Be, en utilisant
le potentiel BEFW pour l'interaction aar et le potentiel a/N décrit dans le chapitre

précédent (voir figure [6.4).
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Fi1G. 6.4 — Carré du module de la fonction d’onde radiale de 1’état fondamental du

9Be, avec comme potentiels BEW et le potentiel N décrit dans le chapitre pr

Les distances sont exprimées en fm.
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Afin d’avoir une vue d’ensemble du systeme global, il faudra étudier le rayon carré

Nous en concluons que le systeme aA est un peu plus lié que le systeme a/N. Cela
moyen, prenant en compte I’'éloignement moyen des trois particules entre elles, et pas

rejoint les conclusions de 'article [30], qui nous dit que le neutron est beaucoup plus
éloigné du centre de masse que le A. Rappelons néanmoins que nous étudions deux

états quantiques différents.

Effectuons le méme
du potentiel BFW par la méthode des projecteurs. Le carré du module de la fonction

onde a la forme de la figure

)

seulement du baryon isolé par rapport au centre de masse des deux «a. C’est ce que

Iinteraction A et du potentiel habituel pour l'interaction aN, nous obtenons la
nous ferons dans I'une des sections suivantes.

6.3.3 Potent
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F1G. 6.6 — Carré du module de la fonction d’onde radiale de ’état fondamental du

9

Be, avec comme potentiels BEFW et le potentiel SG. Les distances sont exprim
60

A
en fm.



Le cas du potentiel de Isle présente des pics un peu plus étroits que pour le cas
du potentiel SG. Les différents noeuds s’expliquent par le fait que I’état fondamental
est le troisieme état lié du potentiel, vu que nous avons deux états interdits. Nous
avons effectivement les deux noeuds attendus (voir figure [6.6]). Pour I'état excité,
nous devons donc observer un noeud, vu qu’il n’y a qu’un seul état interdit. C’est ce
que 'on observe a la figure [6.7]

Fia. 6.7 — Carré du module de la fonction d’onde radiale du premier état excité du
1Be, avec comme potentiels BFW et le potentiel Isle. Les distances sont exprimées
en fm.

De tels noeuds ne sont pas observés dans le cas de la méthode supersymétrique,
car le potentiel BFW a été remplacé pour son partenaire supersymétrique, qui ne
présente aucun état interdit.

En effectuant une coupe transversale en fixant la distance A-centre de masse des
deux a, nous devons obtenir une courbe similaire & 1’état fondamental du ®Be (voir
figure pour I'état fondamental; ’état excité présentant les mémes similitudes
mais avec un noeud au lieu de deux). On voit que les deux fonctions d’ondes sont
quasi identiques a courte distance. Rappelons cependant que ’onde libre continue a
osciller alors que I’hypernoyau est lié.

Cela confirme l'idée que le A a un effet stabilisateur sur le 8Be, vu que ce noyau
n’est pas lié. L’introduction du A permet d’avoir non seulement un état fondamental
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r (en fm)

‘— Hypernoyau ----- - Moyau ‘

Fi1G. 6.8 — Coupe de la fonction d’onde radiale a ry. = 2,09 fm. L’abscisse correspond
a la distance entre les deux particules . La fonction d’onde libre a été normalisée
afin que les premiers pics correspondent.

lié, mais aussi un état excité. Cela cause également un effet de contraction des deux
particules a.

6.4 Rayon carré moyen

En calculant le rayon carré moyen (voir équation [3.12)), nous pouvons observer que
le A a un léger effet contractant sur I’hypernoyau, par rapport au noyau ’Be.

Dans le cas du potentiel BFW| la racine carrée du rayon carré moyen vaut environ
1,90 fm pour le { Be, contre 1,97 fm pour le ?Be.

Dans le cas du potentiel d’Ali-Bodmer, nous obtenons des valeurs de 1,98 fm pour
le potentiel SG, et de 1,95 fm pour le potentiel Isle. Par contre, nous avons une valeur
de 2,02 fm pour le noyau, avec 'interaction a/N habituelle.

6.5 Transitions électriques

6.5.1 Généralités

Dans cette section, nous allons calculer les éléments de matrice réduits liés a la tran-
sition E2. Les regles de sélection des transitions électriques nous indiquent qu’entre
le premier état excité et 1'état fondamental du {Be, nous avons une transition E2.
En effet, si 'indice f désigne 1’état final et 'indice ¢ 1’état initial, il faut que :

‘Jf—JZ|§)\§JZ+Jf (61)
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avec A\ étant l'ordre de la transition et
_ A
wm=(—) (6.2)

Ces relations sont bien vérifiées pour A = 2, J™ = 3/2% et J;' = 1/2% pour
I’hypernoyau. De méme, nous avons une transition F2 entre le premier état excité
Ji* =5/2" I'état fondamental J7 = 3/27 du noyau 9Be.

A partir des éléments de matrice réduits, nous allons pouvoir calculer le moment
quadrupolaire électrique et la probabilité de transition réduite. Ces deux grandeurs
sont définies par

167

Q = /2= (JJ2011.0) (|| E2LJ7) (6.3)
et 2, + 1
_ f Tf i\ |2
B(B2) = o (] 12017 (6.4

Nous commencerons par analyser les résultats pour le noyau Be, et ensuite nous
analyserons 1’hypernoyau en tenant compte des conclusions venant de 1’étude du
noyau.

6.5.2 Cas du ‘Be

Nous allons calculer les deux éléments de matrice réduits suivants
(3/27||E2||3/27) et (3/27||E2||5/27). Le premier élément de matrice servira a cal-
culer le moment quadrupolaire électrique de 1’état fondamental et le deuxieme la
probabilité de transition réduite du premier état excité vers I’état fondamental. Pour
les différents potentiels, nous obtenons les résultats suivants :

| | Q (en e fm?) | B(E2) (en e® fm?) |

Potentiel d’Ali-Bodmer 4,74 16,98
Potentiel BEW, méthode supersymétrique 4,47 18,94
Valeurs expérimentales (voir [31]) 5,86 + 0,06 27,08 £ 2

Le modele donne des résultats corrects au niveau des ordres de grandeur, mais les
valeurs expérimentales sont sous-estimées. La valeur du moment quadrupolaire nous
confirme la forme allongée du noyau.

6.5.3 Cas du }Be

Le moment quadrupolaire électrique de 1’état fondamental est nul, vu que nous
avons affaire & un état L = 0 (J™ = 1/27), qui est donc a symétrie sphérique. Nous
retrouvons également ce résultat par notre méthode de calcul.
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Nous allons calculer les éléments de matrice réduits (3/27||E2||3/21),
(1/27]|E2||3/27%) et (1/2%||E2||5/27), car ils nous permettront de calculer le mo-
ment quadrupolaire électrique du premier état excité (QQ), la probabilité de transition
réduite entre 1'état 3/27 et I’état fondamental (Bj), et la probabilité de transition
réduite entre I'état 5/27 et 1’état fondamental (Bs). Nous calculerons la moyenne
pondérée de ces 2 valeurs (By,) afin de la comparer aux données expérimentales
connues.

Les deux tables ci-dessous reprennent les résultats obtenus :

| Potentiels, méthode | Q (e fm?) |
Ali-Bodmer et Isle -5,06
Ali-Bodmer et SG -5,33
BFW et Isle - Méthode supersymétrique -5,08
BFW et SG - Méthode supersymétrique -4,92
BFW et Isle - Méthode des projecteurs -4,54
BFW et SG - Méthode des projecteurs -4,17

Potentiels, méthode

| By (¢* fm?) | By (¢* fm?) | By, (e* fm?) |

Ali-Bodmer et Isle 13,16 13,06 13,1
Ali-Bodmer et SG 14,36 12,87 13,47
BFW et Isle - Méthode supersymétrique 12,71 12,57 12,62
BFW et SG - Méthode supersymétrique 12,13 12,04 12,08
BFW et Isle - Méthode des projecteurs 9,84 9,76 9,79
BFW et SG - Méthode des projecteurs 8,11 8,06 8,08

La premiere différence avec le noyau ?Be est la forme de ’hypernoyau. En effet,
nous avons ici un moment quadrupolaire négatif, ce qui signifie que 'hypernoyau a
une forme aplatie. Les valeurs numériques que nous obtenons sont du méme ordre
de grandeur que celles obtenues par une autre méthode de calcul dans l'article [30]
(~ =5 e fm?).

Les valeurs obtenues pour la probabilité de transition réduite en utilisant la
méthode des projecteurs pour I'élimination des états interdits du potentiel BFW
sont inférieures a celles obtenues par les autres choix de potentiels et méthodes.
Nous disposons d’une valeur expérimentale pour B,,, qui vaut 5,7f§:(1) e? fm? (voir
[32]). Il s’agit d’'une moyenne pondérée sur les états initiaux 5/2% et 3/27. Nous
remarquons que la méthode des projecteurs donne a nouveau les meilleurs résultats.
Les autres résultats sont néanmoins tres proches de la valeur de 11,3 e? fm* prédite

par Motoba et al. dans l'article [33].
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Chapitre 7

0
Etude du A AHe

7.1 Introduction

Nous allons modéliser '’hypernoyau , $He par le systéme a 3 corps aAA. Nous
résoudrons I’équation de Schrodinger par la méthode des coordonnées hyper-
sphériques, en utilisant les méthodes numériques présentées dans les chapitres
précédents.

Nous allons commencer par calculer le niveau d’énergie obtenu pour 1’état fonda-
mental du , He et le comparer & la valeur expérimentale de -7,25 MeV (voir [§]). Nous
utiliserons le potentiel Isle pour décrire 'interaction A« et nous comparerons les deux
potentiels AA définis par les équations et Nous comparerons également nos
valeurs a celles obtenues par Khan et Das dans I'article [34], qui calculent cette méme
énergie de liaison, également par la méthode des coordonnées hypersphériques, mais
en utilisant d’autres potentiels et valeurs des parametres de la méthode. Ensuite,
nous étudierons et comparerons les fonctions d’onde obtenues en choisissant I’'une ou
l’autre des deux interactions AA. Finalement, nous analyserons le rayon carré moyen.

7.2 Niveaux d’énergie

Le zéro des énergies est fixé au seuil de dissociation du systeme en deux particules A
et une particule .. Nous obtenons comme résultats les valeurs du tableau ci-dessous,
pour un K, fixé a 26. Les parametres du réseau de Lagrange sont les mémes que
lors de 1’étude du §Be : le nombre de points est fixé & 30 et le parametre h est de
0,40.

| Potentiels | Energie de liaison (MeV) |

SB et Isle -7,604
Hiyama et Isle -7,112

Nous avons des résultats peu éloignés de la valeur expérimentale. Ils sont assez
différents de ceux de l'article [34], qui sont de ordre de 10 MeV. Cela est du au fait
qu’au moment de la parution de cet article, les valeurs expérimentales de I'énergie
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de liaison du ,He étaient erronées et valaient un peu plus de 10 MeV. En effet,
I'événement Nagara (voir [§]) n’avait pas encore été observé en 2000. Les résultats de
Khan et Das sont donc inférieurs a la valeur expérimentale actuelle, mais reproduisent
tres bien la valeur connue en 2000.

Les potentiels de Hiyama et Isle semblent donner des résultats plus proches de la
valeur expérimentale. Dans 1'étude du {Be, nous avons vu que le potentiel de Isle
donnait des niveaux d’énergie plus liés que les niveaux expérimentaux (les potentiels
aa utilisés sont bien connus théoriquement et ne jouent pas pour expliquer ’énergie
trop basse). En tenant compte du surliage dii au potentiel de Isle, le potentiel SB
pourrait étre meilleur que le potentiel de Hiyama.

Sur la figure [7.I] nous voyons que la valeur 26 pour K, suffit amplement pour
avoir convergence :

-4

A
= -5
> A
=
c
L 5 A
a B g A
5 i
w -7 = . A—k—a—3 7 Y

" " B m g ®E ®E E W
‘8 T T T T T T T T
1] 3 5 q 12 15 18 21 24 27
Kmax
m 5B & Hivama

F1G. 7.1 — Niveaux d’énergie des deux premiers états du ,fHe en fonction de Ky,
pour des réseaux de Lagrange a 30 points et une valeur de 0,40 pour le parametre h.

7.3 Fonctions d’onde

Les fonctions d’onde obtenues pour 1'état fondamental de I’hypernoyau , PHe sont
similaires. Quel que soit le choix du potentiel, la densité de probabilité présente la
forme de la figure[7.2] L’axe ryp correspond a la distance entre les deux particules A
et 'axe r,. a la distance entre la particule « et le centre de masse des deux particules
A. Les distances sont exprimées en fm.

Le maximum se trouve approximativement au méme endroit que celui calculé par
Khan et Das (article [34]), mais dans notre travail, nous avons une forme moins
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Fia. 7.2 — Carré du module de la fonction d’onde radiale de 1'état fondamental du
A~ He, pour les potentiels SB et Isle. Les distances sont exprimées en fm.

piquée. Cela s’explique simplement par le fait que plus I'énergie de liaison est basse,
plus la densité de probabilité sera piquée. Or Khan et Das ont trouvé des énergies
d’environ 3 MeV inférieures aux notres.

7.4 Rayon moyen

Notre méthode de calcul nous donne les valeurs suivantes pour le rayon moyen :

’ Potentiels H Rayon moyen (fm) ‘
SB et Isle 1,76
Hiyama et Isle 1,81

Ces valeurs sont du méme ordre que celles calculées par Kahn et Das (voir [34]),
qui trouvent environ 1,60-1,70 fm dans tous leurs choix de potentiels. Cela vient bien
str de leurs densités de probabilité plus piquées que les notres.
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Chapitre 8

Conclusion

Nous avons modélisé deux hypernoyaux différents, le 4Be et le ,He, par des
systemes a trois corps, respectivement un systeme aaA et un systeme AAa. La
méthode des coordonnées hypersphériques a été utilisée afin de résoudre 1’équation
de Schrodinger et de calculer différentes grandeurs, comme les niveaux d’énergie
des états liés, les rayons carrés moyens, et l'allure des densités de probabilité de
présence de ces deux hypernoyaux. Dans le cas du % Be, nous avons également étudié
les transitions électriques entre les premiers états excités et 1’état fondamental, ainsi
que le moment quadrupolaire. Nous avons comparé nos résultats a d’autres modeles
théoriques existants, et bien sur aux valeurs expérimentales lorsqu’elles étaient dis-
ponibles.

Nous avons vu que la méthode des coordonnées hypersphériques donnait de tres
bons résultats pour des valeurs de K pas trop élevées. Pour le § Be, nous avons utilisé
K = 26 pour I'état fondamental, ce qui correspond a une base de 98 fonctions, et
Kj; = 20 pour le premier état excité, ce qui correspond a une base de 110 fonctions.
Pour le , $He, nous avons choisi Kj; = 26, ce qui nous donnait 105 fonctions de base.
Nous voyons que malgré des valeurs de K; comprises entre 20 et 30, le nombre de
fonctions de base est tout de méme important, ce qui influe grandement sur le temps
de calcul et la mémoire utilisée.

Dans le cas du Be, les deux premiers niveaux d’énergie calculés présentent une
petite différence avec I'expérience, mais la différence d’énergie entre ces deux niveaux,
bien connue expérimentalement, est bien reproduite dans la plupart des cas. Parmi
nos différents potentiels, construits sur base de problemes différents du notre, cette
valeur est mieux reproduite par le potentiel de Isle que le potentiel SG (pour l'inter-
action o), bien qu’il sous-estime les niveaux d’énergie. La comparaison des fonctions
d’onde et des rayons carrés moyens entre I’hypernoyau et le noyau ?Be nous indique
que le A a un léger effet de contraction du systeme par rapport au neutron. Son
role stabilisateur a également été mis en évidence, vu qu’il permet de transformer
le systeme aa en un systeme lié. Le moment quadrupolaire de 1'état fondamental
du ?Be est reproduit avec un bon ordre de grandeur, mais il sous-estime les valeurs
expérimentales. Le premier état excité du % Be est également bien reproduit, comparé
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a d’autres modeles théoriques. D’apres les résultats sur le noyau Be, on peut pen-
ser que ces résultats sous-estiment la valeur expérimentale exacte. La probabilité de
transition réduite du premier état excité vers I’état fondamental semble surestimer
la valeur expérimentale, mais cette derniere présente de grandes incertitudes.

Nous avons également effectué des calculs pour le ,He. Les niveaux d’énergie
que nous trouvons pour 1’état fondamental encadrent relativement bien la valeur
expérimentale, et nos rayons moyens sont comparables aux résultats théoriques
d’autres groupes.

Notre étude présente toutefois des limites, qui sont des pistes a explorer pour
améliorer le modele. Nous avons utilisé uniquement des potentiels locaux, mais il
existe également des potentiels non locaux. Si I’'on désire construire une interaction
aA a partir des interactions AN connues, nous obtiendrons un potentiel non local
(exemple : le potentiel de Hiyama pour Uinteraction aA). L’intérét de ces potentiels
est qu’ils sont plus proches de la physique du probleme. Or le programme utilisé ne
permet pas de gérer de tels potentiels. Ensuite, nous avons uniquement étudié des
états liés, car le programme traite un état libre comme un état lié d’énergie nulle,
ou les différents corps sont séparés par des distances infinies. Cependant, il existe
des programmes utilisant la méthode des coordonnées hypersphériques adaptés aux
résonances. Il pourrait étre intéressant de calculer ces résonances, en attendant les
données expérimentales (quasi) inexistantes a I'heure actuelle.
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Annexe A

Les symétries de type SU(N)

A.1 La symétrie d’isospin - le groupe SU(2)

Les quarks u et le d ont des comportements et des propriétés similaires vis-a-vis
de l'interaction forte. Nous avons donc tendance a les assimiler a 2 états de charge
d’une méme particule. Un u pourra étre transformé en d et inversement sans que
cela ne change quoi que ce soit (au premier ordre) au niveau de I’hamiltonien, de la
masse ou de ’énergie pour l'interaction forte.

Cette symétrie se modélise en considérant une invariance du systeme (par rap-
port a l'interaction forte) par une iso-rotation dans l'iso-espace. Cette opération est
représentée par des matrices complexes, unitaires et unimodulaires de dimension 2
(les matrices de SU(2)). Ces objets mathématiques forment un groupe.

La loi de transformation d’un doublet de quarks u — d est donnée par

(-

ou U est une matrice de SU(2). Ainsi, toute transformation par rapport a l'isospin
peut se réécrire comme combinaison linéaire des états de départ. On retrouve une
similarité avec les rotations dans ’espace physique au niveau du formalisme. U peut
d’ailleurs s’écrire sous la forme :

U =eZiz 6T (A.2)

ou les T; sont les projections de 'opérateur d’isospin sur les 3 axes de l’iso-espace.
Les matrices T; sont appelées générateurs du groupe SU(2). Nous retrouvons ici
une écriture totalement semblable a celle d'une rotation de 'espace physique. Re-
marquons que les T; respectent I’algebre de Lie caractéristique de SU(2) et de ses
représentations :

T, T;] = icij Ty (A.3)

ou ¢;;, est le tenseur completement antisymétrique pour la permutation d’indices.
Cette algebre est respectée par toutes les représentations de dimension N de SU(2),
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et en particulier par SO(3) qui est le groupe des matrices de rotation de I'espace
physique. Seules les matrices T; changent avec la dimension de la représentation.

A.2 La symétrie SU(3)

Considérons a présent le triplet de quarks u — d — s. Nous supposons 'existence
d’une symétrie telle que I'interaction forte est invariante pour ’échange de 2 d’entre
eux. Evidemment, le quark s brise cette symétrie en raison de sa masse (plus lourde)
que celles des deux autres quarks, mais nous allons nous contenter d’une symétrie
approchée au premier ordre.

Nous allons rechercher un groupe de matrice U tel que toute transformation du
triplet de quarks peut s’écrire comme une combinaison linéaire des 3 états de base
et conserve l'interaction forte. Le groupe des matrices complexes, unimodulaires et
unitaires de dimension 3 satisfait a cela. Il s’agit du groupe SU(3). Similairement &
SU(2), nous pouvons écrire une transformation SU(3) de la fagon suivante :

U U
d|=U |d (A.4)
s’ S

U peut s’écrire sous une forme exponentielle :
U = ¢ Xamt T (A.5)

ou les T, sont les 8 générateurs de SU(3). Ils respectent une algebre de Lie propre
a SU(3) plus compliquée que celle de SU(2). Cette algebre sera respectée par toutes
les représentations de dimension N de SU(3).

A.3 Les symétries SU(N)

Nous pouvons définir des symétries a N dimensions entre N particules physiques.
En raison des différences de masse, ces symétries seront plus ou moins approchées ou
non. Les transformations de ces N particules pourront s’écrire sous la forme d’une
matrice U complexe, unimodulaire et unitaire appartenant donc a SU(N). U pourra
se réécrire sous une forme exponentielle faisant intervenir les N? — 1 générateurs du
groupe, qui respecteront une algebre de Lie de plus en plus compliquée au fur et a
mesure que N augmente.

Par exemple, en introduisant le quark charmé ¢, nous allons supposer une symétrie
SU(4) entre les 4 quarks. Cela nous permet de prédire certaines symétries entre
différents groupes de hadrons charmés. Celles-ci restent néanmoins tres approchées
en raison des différences de masse entre les 4 quarks.

De plus amples informations se trouvent dans les livres [I] et [3].
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Annexe B

Les polynomes de Jacobi, de
Laguerre et de Legendre

B.1 Les polynémes de Jacobi

Toutes les relations ci-dessous, ainsi que d’autres, se trouvent dans le livre [17].
Nous détaillerons ici les plus importantes d’entre elles, ainsi que celles dont nous
allons nous servir pour ce travail.

Les polynomes de Jacobi sont des polynomes P%°(x), de degré n et dépendant de 2
parametres a et b. n est donc un entier positif ou nul. a et b sont des réels strictement
supérieurs a -1.

Ces polynomes vérifient la relation d’orthogonalité

1 29 (n+a+ 1)I'(n+ b+ 1)
1 b 1-— aPa,b Pa/’b dr = nn’
/1( o) (1= 2 B (@) By () de 2n+a+b+1)nT'(n+a+b+1)
(B.1)
Ils sont solutions des équations différentielles
1—2)y'+0b—a—(a+b+2)x)y +n(n+a+b+1)y = 0
avec y = P%(x) (B.2)

1—2y" +(a—b—(a+b—2)2)y + (n+1)(n+a+by = 0
avec y = (1 — 2)%(1 + 2)°P*b(z)

Ils satisfont un grand nombre de relations de récurrence, permettant entre autre
d’expliciter un polynome de Jacobi en fonction de polynomes de degrés ou parametres
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différents. Pour a et b fixés, nous avons

(n 52 41) 0P = (nka+ DR - (4 DR

(B.3)
2n+a+b)Pr(z) = (n+a+b)Pr(z) — (n+b)Prt (z)
(B.4)
(n+ 52+ 1) Q4P = (et b+ DR+ 0+ VP 2)
(B.5)
2n+a+b)PrNz) = (n+a+b)Pr(x)+ (n+a)Pyt(z)
(B.6)

Deux relations utiles sont la relation de Rodrigues

o

Pitla) = 2rnl(1 — x)e(1 + x)b da

[(1—2)*(1+2)"(1 — 2*)"] (B.7)

et la relation suivante, permettant de calculer la valeur du polynome de degré n et
de parametres a et b au point x

! _ 1 _ (n=mtD(atbintm) 1
Pg’b(ff) = (n i a)'ao(x) avec am_1(x) 1 2m(a+m) (1 HC)am(x)

(B.8)

Les polynomes de degrés 0 et 1 sont donnés par
a,b
Py(z) =

Phz) = Z[2(a+1)+ (a+b+2)(x —1)] (B.9)

N —

B.2 Les polyndémes de Legendre

Les polynomes de Legendre sont des cas particuliers des polynomes de Jacobi. En
effet, le polynome de Legendre de degré n correspond au polynéome de Jacobi PO,
Il se note P,(x) avec n > 0. Nous pouvons donc adapter toutes les relations de la
section précédente. Ces polynomes vérifient donc la relation d’orthogonalité

! 26
P,(x)Py e B.1
| Pa@Putarde = 5o (B.10)

et sont solutions des équations différentielles

(1 —2?)y" — 2y —|—n(n+ ly = 0 avec y = P, ()
y// + (nln—;l = m2 2) y = 0 avec y = V11— $2Pn(x) (B.ll)
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Ils obéissent a la relation de récurrence
(n+1)Pi(x) = 2n+ 1)zP,(x) — nP,_1(x) (B.12)

La relation de Rodrigues est

Py(z) = (=) dam

ol dan

[(1—2%)"] (B.13)

Une relation permettant de calculer la valeur du polyndéme de Legendre au point z
est

Py (z) = %ao(:p) avec { an(_;)(x) z 1_ (n_m:zl(;(yiﬁ?m_l)gﬂam(x)
Ponii(z) = %n_:—ll)?!ao(m) avec { Z:(—;)(JU) z 315_ ("‘m;gfgﬁm“’ﬁam(x)
(B.14)
Les premiers polynoémes sont
Py(z) =
P(x) = =x
Py(z) = —%+37x2 (B.15)

B.3 Les polynomes de Laguerre

Les polynémes de Laguerre sont des polynémes L, (x) de degré n avec n > 0 qui
vérifient la relation d’orthonormalité

/OO e "Lp(x) Ly/(x)dx = 0y (B.16)

qui sont solutions des équations différentielles

zy" + (1 —2)y +ny =0 avec y = L, ()

vy +(1+2)y+(n+1l)y = 0 avec y = e “L,(x) (B.17)
et qui obéissent a la relation de récurrence
(n+1)Lpy(z) = 2n+1—2)L,(x) —nl,_1(x) (B.18)
La relation de Rodrigues est
1 a
L, = — [ % B.19
(0) = ol (5.19)

La valeur du polynoéme de Laguerre de degré n en x est donnée par la relation

n—m+1

L,(7) = a(z) avec { 1 () = 1= 2055 am ()

@) =1 (B.20)
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Les premiers polynomes sont

Lo(x) =1
Ll(JT) = 1l—z
Lo(z) = 1—2z+ %2 (B.21)

5



Annexe C

Orthogonalité des harmoniques
hypersphériques

C.1 Harmoniques hypersphériques

Nous allons démontrer la relation [3.31]

Vi Q) Wy P my(Qs)dﬁs = 01,15, 01,11, Oy, Oy, O K (C.1)

Q5

Nous pouvons séparer l'intégrale quintuple en une intégrale sur «, une intégrale
double sur 2, et une autre intégrale double sur 2,. Les deux intégrales doubles
sont aisément calculables, car elles expriment l’orthonormalité des harmoniques
sphériques (voir [15]) :

[ Y@ @0 = st (C.2)
En développant, il vient :

/ Vi () Vit T () d s
Q5

1
= / (cos @)= Hat2(sin o) v t2 prt Lot ?(cos2a) P} htalets ?(cos 2a)da
0

/

< N [ v @yrtein [ v @
Q £y
/2

Y

s 1
_ Nl zle oly (cos a)?=*(sin &)21y+2p£y+2’l”+2( coS 2a)Ply+2 Lot (cos 2a)da

) (C.3)

X 5111; 6lyl; 5mzm§c 5mym;
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Posons x = cos2a, a = l[,+1/2 et b = [,+1/2. En utilisant la relation d’orthogonalité
des polynomes de Jacobi [B.1] on obtient finalement :

ylzlymzmy
Qs

L.l
= Ng YN 51 1,0, 11, Oyt O,

1 bHL/2 g k)2 d
[ (%) () oo
-1 2 2 2v/1 — 1'2

) llmm(Q5)dQ5

X
NGNS 5 s i g 2Lt at DO+ b+ 1)
gatbrz O el Tyl Cma s Sy (o 0 b+ )il (n +a + b+ 1)
(C.4)

De par la définition de n, Opn = dxkr, et d’apres la définition des facteurs de
normalisation (voir également ’équation |3.27)), on a donc

lelymey ) lTngmey (95)dﬂ5 = 5]{}@5111/ 5lyl’ 5mzm 5mymy (C5)

Qs

C.2 Harmoniques hypersphériques composées

Démontrons la relation B.33) :
yfr?%;\}L( )yK,L,M, (25)dQ2s = 6110 nr, My Oy, Oyt O K7 (C.6)
Q5
Calculons l'intégrale :

/yfr?li’ML( Vi /L/M/ (Q:)dQs = > (Lelymgmy| LML)(L1m)m)| L' M})
Qs

Mg Mymly m

X

/ l lymgpmy 95) llem;mgl (95)dQ5 (C?)

La derniere intégrale se calcule facilement par[C.1] et rappelons la relation d’unitarité
des coefficients de Clebsch-Gordan (voir [15]) :

> (Lalymamy |LMy)(Llymamy | L'M}) = 611,00, 01, (C.8)

MMy

Nous obtenons finalement

/ yﬁ?lﬁ'ML(ka)yK,L,M/ (25)d25 = 611 0nr, My Oty Ottt O K7 (C.9)
Q5

Ce qui démontre I'orthogonalité des Vi v, (25)
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C.3 Harmoniques hypersphériques composées te-
nant compte du spin

Démontrons la relation [3.36] :
/ Q) VI (Q5)ds = 60Ok 171 S0r 0 (C.10)
Qs

En utilisant la définition [3.35, la relation d’unitarité des coefficients de Clebsch-
Gordan ci-dessus (équation [C.8)), la relation d’orthogonalité , et d’orthogonalité
des spineurs, nous obtenons finalement

/ PIM (0 y{’%’(95)d95 = Z (LS My Mg|JM,(L'S' M Mb|.J M)
" MLMsM' M’
X /Q ?%ML Q5 yK’L’M’ (Q5)dQ XSMSXSM
5
= ’Y’YléJJ’(SMM’(;KK/ (Cll)

C’est-a-dire que les harmoniques hypersphériques composées tenant compte du spin
forment bien une base de I’espace des fonctions propres de 'opérateur K (rappel : v
est une contraction des indices S, L, I, et [,).
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Annexe D

Les coefficients de Raynal-Revai

Les coefficients de Raynal-Revai peuvent s’écrire sous la forme :

T n —1/2
<lw¢lyz‘ l:vklyk>KL == [C Y OrF }

4 lagly; oy Ly,
Xy A (MR PO A, ) F (s e L ) F (O s L) f(Ns, Ao )
A1 A2 A3 A
AL A3 Ly,
X8 A da Ly e ST G (008 o) 2N sin ) 2PN (DL1)
ly;, 1, L v
ou
K = 2n;+ 1, +1, =2n, + 1, +1,, avec n; et n; entiers positifs ou nuls
lﬂ?i - lyi < L< ll“z + lyi
|l$k - lyk| < L < ll’k + lyk
oo — F'2a+68+v+2)
By

Tla+B+3T(a+v+ )M(a+D)(a+B+7+2)

Flabie) = /T DT Dlaobol) = Bt DEr e - (5 o o)

Nous voyons apparaitre dans cette expression des coefficients 3j7m et un coefficient
95. Nous pouvons en tirer des regles de sélection :

K = 204+2u+ XA+ X+ X3+ A\
A= A3l <l S A+ A
YW S VR
M =M < L <M+ M
P D W

et au niveau de la parité :
A1+ A3 + [, pair
Ay + Ay + 1y, pair
A1+ Ay + [, pair
Az + Ao + [y, pair
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Annexe E

Calcul des éléments de matrice
réduits dans le cas des transitions
électriques

E.1 Terme dépendant de y

Commencons par calculer I'élément de matrice M, associé¢ a la partie dépendant
uniquement de y dans [3.58]:

My = (@l |Mi(y)l[es)

A
- ™ Y A —5/2. Jimi )i
=G D S/QXJf;y"fKH( ) YAl V)

Vv KK R \/m ! o

= Gh™ Y o ol Ikl (E.1)

YKy viKir;

VYK K pr;

avec

Cr = e|Zn(-23)"+ 20 ()]

Cr = C/(yien) (E.2)
{fr (p/ D)0 °1 fri(p/ 1))

Io = (Vi ll(sina) Y@, V)
Dans[E.1] le passage de la premiere a la deuxieme égalité vient des définitions de M
et de la fonction d’onde et[3.43). Le passage de la deuxiéme & la derniére égalité

vient du développement de la fonction d’onde radiale sur le réseau de Lagrange ({4.24))
et de I'expression de y en fonction de p et a : y = psina.

~
=yl
|

Calculons l'intégrale radiale :
In = (fo,(p/W)P*°|fr (/)
= /0 " h e /W) dp
Oper DM 0, (E.3)
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Le facteur en p° vient de 1'élément de volume (voir [3.14)), et I'intégrale est calculée
en utilisant la relation approchée 4.16| qui reste valable dans le cas des fonctions de
base régularisées.

Calculons l'intégrale angulaire :

la Ly Ir o Ly, /i
To = (V127 () @ X% ] Nl sina V@I [V @) @ x|y (B4

Nous avons remplacé les harmoniques hypersphériques composées dépendant du spin
par leur forme faisant apparaitre un produit tensoriel d’une partie angulaire et d’une
partie spin (voir [3.34). Rappelons un corollaire du théoreme de Wigner-Eckart (voir

[1e]) :

Soit J résultant de la composition de 2 moments cinétiques J, et Jo. Notons un
état propre du systeme sous la forme |JyJoJ). Si T® (1) est un opérateur tensoriel
irréductible (OTI) qui n’agit que sur le systéme relatif au moment cinétique Jq,
l’élément de matrice réduit peut s’écrire

(BT NTOQ)[ T d) = gy (=) 22T+ 1)V2(2] + 1)1

L4 B arewin (E.5)

De méme, si nous avons un OTI T®)(2) n'agissant que sur le systéme relatif au
second moment cinétique :

<J{J§J'||T(k)(2)||J1J2J> — 5J{J1(_)J1+J2+J’+k(2jé + 1)1/2(2J—|— 1)1/2

T T B\ e (E.6)
A% T beree

L’équation présente exactement les conditions pour pouvoir appliquer
avec J; = L, Jo, =S et k = A. Nous obtenons donc :

T Jy Ly S;
I = 5Sisf(_)Lf+sl+Jl+A(2Lf + DY2(27; + 1)1/2{ Lj-f (].f \ }]L (E.7)

avec
I = (Ve ()] (sin @) Y@, [V (2s)) (E.8)

Il nous reste a calculer 1’élément de matrice réduit I, que nous pouvons réécrire
d’apres la définition [3.32

L= {0 (0) [Y, (@) @ Vi, ()] I1(sina) Y@, l[65 (o) [¥i, (€2)
® Y, (2)]") (E.9)
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En séparant I'intégrale en «, et en utilisant le corollaire[E.6du théoréme de Wigner-
Eckart avec J; =1, Jo =1,, J = L et £ = X nous obtenons :

L 1, 1L
]L = ]a(slelwi(_)lmi+lyi+Lf+/\(2lyf+1)1/2(2Li+1)1/2{ lf Igif )\z }
Yi ?
< (Y, ()Y A1, () (F.10)
avec

I = (62 (a)|(sin @) 672" () (E.11)

Le dernier élément de matrice vaut (voir [15] et [16]) :

(Y, (Q)IYAQ)I1Y,, () = (4m) 72 (2A+1)2(2,+1) (2L, +1) 2 (A1, 00]1,,0)

(E.12)
Nous avons donc finalement :
my\ A Moz \* Syt Jily +1 huy,
M, = [Zzza ( > + Z (—) ] Z (=) e (———)
M M Vv K g K g 23
X 57’in 5S,Sf 5le l[)jl ,y;KJ;rf C%'Kﬂ’i \/ 47-[- Y
Jy Ly S Ly lyf Ly,
{ L, J A } { L, Li A ()\lyi00|lyf0)la (E.13)

ou l'intégrale en o dépend de .

E.2 Calcul de l'intégrale en o dans 1’élément M,

Dans cette section, nous allons calculer I'intégrale I, pour les valeurs de A\ allant
nous intéresser, a savoir, 0, 1 et 2. Cette intégrale s’écrit dans le cas général :

I, = (6" (@)|(sina)¢" (o))

w/2

_ qbl’”flyf( ) Loy,

; i () (sin o) M

cos a)?da

2
ol o ™
— EFYE N lopHlo, +2( Ly o 4ly, +2+2
= /\/’ll(f NKz' / (cos a)™r i (sin ar) v T
0
by +1/2)0 ;4172

Y ’ (cos 2a)P7ifi+l/2’lmi+l/2(cos 2a)da (E.14)
ou nous avons utilisé les définitions de I’élément de volume (3.14) et des facteurs

l;ély(a) 1) Effectuons le méme changement de variables que dans l’annexe
et posons a =1, +1/2etb=10,+1/2:

Il U aptagtatbptbita [T bptb; apta;+x
I, = N Ntng s / (1 +2) 55 (1 - )"
—1
X Pul" (x) Pobi(a)d (E.15)
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E21 A=0

Nous avons déja comme regle de sélection I, = I, = I, (voir le 5lxile dans la
formule [E.13). Dans le cas A = 0, le coefficient de Clebsch-Gordan nous donne la

regle de sélection supplémentaire [, = [, = [,. Cela implique les égalités a; = ay = a
et b; = by = b. L’intégrale se réécrit alors
Iy = NE&PNE»2 "IN (a,b,n)6,,0, (E.16)

avec N(a,b,n) venant de la relation d’orthogonalité des polynomes de Jacobi

1 27 (n+a+ 1)I'(n+b+1)
1 b1 — p)epab Pa,’b d — O
/1( +a) (1= 2) B @) B () de 2n+a+b+)nl(n+a+b+1)

D’apres les définitions de N(a, b,n) et de N, Il?ly (voir |3.27)), et en remarquant que
I'égalité des n; et ny entraine K; = Ky = K, par la définition des nombres n (voir
aussi en [3.27)), nous obtenons finalement la relation fort simple

I = Suim, (E.18)

E22 MN=1

Dans ce cas-ci, nous avons comme regle de sélection I, = I, = I, (voir le 5lzilacf
dans la formule . Le coefficient de Clebsch-Gordan dans cette méme relation
nous donne la regle de sélection supplémentaire : [, = [, + 1 ou l,, = [, — 1.
Nous allons étudier les deux cas séparément.

yr

Casl:ly.:lyf—lzly

Soient b; = by = b et a; = ay — 1 = a. L’intégrale se rééerit

+1
[a _ N}lgjc(ly+1)j\/'}l?ily2*(a+b+3) / (1 + Z‘)b<1 . x)a+1pgj1,b<x)ngb(x)dx (Elg)

-1

Utilisons la relation de récurrence des polynomes de Jacobi :

ny+a+1 ny+1

[a — NKf Y NKin(a” b, n1)2 nf + aTH) _'_ 1 nin s nf + QTH) _'_ 1

5ni(nf+1)

(E.20)

ott N(a,b,n) est défini en [E.17]
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Cas 2:10, =1,—-1=1,

Soient b; = by = b et ay = a; — 1 = a. L'intégrale se réécerit

+1
1l la:(l +1)5—(a+b+3) b1 N\a+1 pab a+1,b
— N A2y /_1 (14 2)(1 — 2) ™ PR (@) P (z)de (E.21)
En utilisant & nouveau la relation de récurrence des polynomes de Jacobi [B.3], nous
obtenons

ni+a-+1 n;+ 1

Ia == N‘lrly./\/’lx ly+1 a, b n 27(a+b+3) — ning
N( /) n;+ 9 41

L L

(E.22)

E23 MN=2

Dans ce cas-ci, nous avons comme regle de sélection I, = [, = [, (voir le (5lxile

dans la formule |[E.13)). Le coefficient de Clebsch-Gordan dans cette méme relation
nous donne la régle de sélection supplémentaire : [, = [, +2, ou l,, =1, — 2,
ou l,, =1l,,. Nous allons étudier les trois cas séparément.

Cas1:1[,=1[,—-2=],
Soient b; = by = b et a; = ay — 2 = a. L'intégrale se réécrit

+1
[ _ NKf(ly+2)NIl?ily2*(a+b+4) /1 (1 + x)b<1 . x)a+2pg;r2,b<x)p§i,b($)dx <E23)

Appliquons deux fois la relation L’intégrale en o devient :
Lo = N PNEN(a, bmg) 2 (@40

nf+a—|—2 nyg+a+1 ny+1 5

ng -+ a+l27+3 nf+a74rz)+1 nfng nf—i-“TJ“b—I—l ni(ns+1)
nf+2

nf—f—%)-i-Z

ny+1 [ ny+a-+2 5
nf+a+127+3 _nf-l—aTer-f-Q ni(ng+1)

5ni(nf+2)] (E.24)

Cas2:10, =1,—2=1I,
Nous allons effectuer les mémes calculs que dans le cas précédent, mais avec b; =
by =bet ay = a; —2 = a. Nous obtenons comme résultat

I, = lelle Uy +2) 7 (a,b,nf)Z_(“+b+4)

n¢+a+2_ni+a+1 n; + 1
(ni+1)

ninf . 1p . Yn
ng + S |, el T ek

n; + 1 n; +a+ 2 n; + 2

T NEEE RN PAEE D A N N

”f(m+2)] (E25)
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Cas 3:10,, =1, =1
Posons ici b; = by = b et ay = a; = a. L'intégrale I, s’écrit :

+1
lol laly o—(a+b b b ,b
Io = N Ny v 27 (et ?) / 1 (1+2)"(1 = 2)* " Pe2(2) Pb (z)d (E.26)
Pour résoudre cette intégrale, nous allons utiliser deux fois la relation entre les po-
lynémes de Jacobi @ en supposant a la fois n; et ny non nuls. Nous obtenons
alors

2—(a+b+3)

Ia _ lely./\/'lzly
Kr oK Oni4+a+b+1)2ns +a+b+1)

x [(ng+a+b+1)(ni+a+b+1)N(a+1,b,np)0nn,

— (ng+a+b+1)(n; +b)N(a+1,b,17)0,(n,-1)

— (ng+b)(ni +a+b+1)N(a+1,b,1)0n,n,-1)

+ (ni+b)(ns+b)N(a+1,b,n; — 1)8,,, ] (E.27)

Dans le cas ou 'un des degrés des polynomes de Jacobi est nul, nous allons utiliser
la relation suivante, découlant de :

Py = pettt =1 (E.28)
Si n; est nul et ny non nul :

27(a+b+3)

(2n;+a+b+1)

I = =N&PNi&"N(a +1,,0) (g + b)o1n, (E.29)

Siny est nul et n; non nul :
2—(a+b+3)

(2n; +a+b+1)

I = =Ny " Ng"N(a +1,b,0) (n; + b)orn, (E.30)

Sing=mn;=0:
I = NgNEN(a+1,b,0)27 (403 (E.31)

E.3 Terme dépendant de x

Nous allons calculer ici la partie de I’élément de matrice dépendant de la variable
x. En développant comme pour le terme en y, nous obtenons

My = (][ Ma(x)][e03)

A
- z _ T
= a0 P () Y@l )

sy Ky & Vil i Ki
Vv Ky K H23

= Gh™ Y oy el IRl (E.32)

YKy i K

Vv K Kirgr;
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avec

¢ = e[ZQ( m%)ﬁzg(mm—;ﬂ
Cy = Cif(Vizs) (E.33)
In = {fr,(p/W)|P*|fr.(p/h)

7 ,
| To = (), ll(cos @) YA (Q,)[1975)
L’intégrale radiale vaut toujours
I = 0y, WM ), (E.34)

L’intégrale angulaire se calcule exactement comme précédemment :

" Ji Ly S
JQ:5Sisf(—)Lf+Sz+Jz“(2Lf+1)1/2(2Ji+1)1/2{ LJ: Jif \ }IL (E.35)

avec

I = (Yl (Q)l(cos ) YA Q,) IV (95))
(6

&) 1, @ >®Ylyf<9y>r’H(cosa)AW(ﬂy)Hqsézzl“<a> i,

k3

Q

()
® Yzyimyﬂ% (E.36)

Nous utiliserons le corollaire du théoreme de Wigner-Eckart pour calculer
I'intégrale I, :

I, = ]a5lyflyi(—)l”f+lyi+Li+/\(2l$f+1)1/2(2Li—|—1)1/2{ lLf lg l;}
X< (Y ()Y )1V, () (E.37)
avec L
I = (6, " (@)l (cos @) 6™ (@) (E.38)

Le dernier élément de matrice vaut

Vi, (Q)|IY Q)[4 () = (4m) 72 (2041)12 (2L, 4+1) 2 (21, +1) 72 (A, 0], 0)
(E.39)

Nous avons donc :

A A A
w = el iz (&)] S (e (1)
ma3 a3 K Kar s v/ 123
Tpmps i 2L+ 1)(2J; + 1)(2L; + 1)(2A + 1)(2l,, + 1)
X 6Tin(SS¢Sf5lyfly C’y;KJ;T'fC’yZK rz\/ 47
Jy Ly S, Ly l Ly,
x { A }{ LN 00l 0) (E.40)
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E.4 Calcul de l’'intégrale en o dans I’élément M,

Dans cette section, nous allons calculer I'intégrale I, pour A = 1 et A = 2. Cette
intégrale s’écrit dans le cas général, en effectuant le méme changement de variables
que précédemment et en posant a =1, +1/2 et b=1, +1/2:

lﬂc Y x y,L
Lo = (o5 " (a)|(cos )’ Erad )
+1 b b +A ajta;

Laglug  loglys o CHa PO
= NN / 1+a) =1 -2

1

X P (x) PO () da (E.41)

E41 M=1

Dans ce cas-ci, nous avons comme regle de sélection [, =1, = [, (voir le ¢y, 4
vty

dans la formule [E.40)). Le coefficient de Clebsch-Gordan dans cette méme relation
nous donne la regle de sélection supplémentaire : [, = I, + 1 ou l,, = I, — 1.
Nous allons étudier les deux cas séparément.

Cas1: 1, =1, —1=1,
Soient a; = ay = a et b; = by — 1 = b. L’intégrale se réécrit

+1
I, = N}({erl)lle ly2 (a+b+3) / (1 + :L‘)b+1(1 _ x)aPS}b+1(l')P§i’b($)d$ (E42)

-1

Utilisons la relation entre les polynomes de Jacobi :

nf+b+1 nf—i—l

_[a _ N(lz+1 lez_lyN a, b7 n; 2—(a+b+3) —  Sun .y
N ) ny+ 41 oy et 4

ni(ns+1)

(E.43)
ot N(a,b,n) est défini en [E.17]

Cas 2:10,, =1, —1=1,
Soient a; = ay = a et by = b; — 1 = b. L’intégrale se réécrit
+1

[a — Nllgjy'/\/[((l;c+l)ly2*(a+b+3) / (1 + x)bJrl(l o l,)apg}b(x)]ggi,b+1($)dx (E.44)

-1

En utilisant a nouveau la relation entre les polynomes de Jacobi nous obtenons

I, = /\/llly/\/l“”+1 "N(a,b,np)2- ) | 25 4
(@ bynp)2” ng+ S 4+1 " e 4]

nyf (m+1)

(E.45)

87



E4.2 M\=2

Dans ce cas-ci, nous avons comme regle de sélection [, =1, = [, (voir le ¢y, 4
vty

dans la formule [E.40)). Le coefficient de Clebsch-Gordan dans cette méme relation
nous donne la regle de sélection supplémentaire : I, = l,, +2, ou I, = I, — 2,
ou l,, = l,,. Nous allons étudier les trois cas séparément.

K3

Cas1: 1, =1, —2=1,
Soient a; = ay = a et b; = by — 2 = b. L’intégrale se réécrit
+1
I, = N}(ég;+2)ly./\/']lély2—(a+b+4) / (1 + :E)b+2(1 N Zlf)apg}b+2(l')P§i’b($)d$ (E.46)

-1

Appliquons deux fois la relation L’intégrale en o devient :

Lo = N NEN(a, bmg)2 4D

nf+b+2 nf+b+1 nf+1 5
nf+a+127+3 nf+aT+b+1 nyn; nf+aT+b_|_1 ni(ng+1)

nf—i—l nf+b+2 n nf+2
nf+a+12)+3 _nf+aT—|—b+2 ni(nyg+1) nf+a7+b+2

(E.47)

ni(ns+2)

Cas2:le:l$i—2:lx

Nous allons effectuer les mémes calculs que dans le cas précédent, mais avec a; =
ar =a et by = b; —2 =b. Nous obtenons comme résultat

I, = Ilénjfy/\/'[((l:Jr2)lyN(a7 b, nf)2—(a+b+4)
n;,+b+2 _ni+b—i—1 n; +1 5
n; + %b-{—?) n; + aT—i-b + 1 ning n; + aT_H) + 1 nf(n¢+1)
ni +1 _ni+b+2 n; + 2
Oni(nit1) + ——————0n 1 (n, E.48
nl+%b+3 nz—i_aT—H)‘{‘Q f( i+1) nl+aT—M+2 f( z+2)] ( )

Cas 3: 1, =1, =1,
Posons ici b; = by = b et ay = a; = a. L’intégrale I, s’écrit :
+1
Io = NiE PN o (ethed) / (14 2)" (1 — 2)* Pet (2) Ped (x)dx (E.49)

’ -1

Pour résoudre cette intégrale, nous allons utiliser deux fois la relation entre les po-
lynomes de Jacobi en supposant a la fois n; et ny non nuls. Nous obtenons
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alors

Ll s 9—(a+b+3)
Lo :'MQA%i@m+a+b+U@W+ﬂ+b+U

x [(ng+a+b+1)(n;+a+b+1)N(a,b+ 1,n7)0nn,

+ (ng+a+b+1)(n;+a)N(a,b+ 1,nf)5nf(ni_1)

+ (Tlf—l-(l)(ni—i-a—i-b—i- 1)N(a,b+ 1,ni)5ni(nf_1)

+ (n;+a)(ny+a)N(a,b+1,n; — 1)5nmf] (E.50)

Dans le cas ou 'un des degrés des polynomes de Jacobi est nul, nous allons utiliser
la relation suivante, découlant de :

Py’ = Pyttt =1 (E.51)
Si n; est nul et ny non nul :

- (a+b+3)

I, = NEYNEYN(a, b+ 1
Ny N, "N(a, b+ ’O>(2nf+a+b+1)

(ng + @)1, (E.52)

Siny est nul et n; non nul :

27(a+b+3)

(2n; +a+b+1)

Io = NP N N(a, b+ 1,0) (n; + a)d1n, (E.53)

Sing=mn;=0:
Lo = Ni&P N N(a, b+ 1,0)27 (49 (E.54)
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